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ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА 


Предлагаемая вниманию читателя книга представляет 
собою третий, заключительный том нового русского изда- 
ния «Начал» Евклида —„классического произведения антич- 
ной математической мысли, составляющего ещё и в наши 
дни основу курса элементарной геометрии. Третий том на- 
шего издания содержит не только ХГ ХП и ХШ книги 
«Начал», бесспорно принадлежащие Евклиду и посвящённые 
в основном стереометрии, но также ХУ и ХУ книги, ко- 
торые хотя и примыкают тесно к предшествующим, но, как 
было установлено уже в ХУГ столетии, написаны другими 
авторами *). 

Перевод выполнен с наиболее достоверного греческого 
текста (в издании И. Л. Гейберга) профессором Д. Д. Мор- 
духай-Болтовским (кн. Х1—ХШ) и проф. И. Н. Веселов- 
ским (кн. ХУ и ХУ) и сопровождается их подробными 
комментариями историко-математического характера **). 

Расположение материала в настоящем томе, нумерация 
чертежей, примечаний и условные обозначения выполнены 
по образцу первого и второго томов, так что все указания, 
сделанные на этот счёт в предисловии переводчика к пер- 
вому тому, остаются в силе и здесь. 


*) Текст ХУ и ХУ книг, в отличие от Х|-—ХШ книг, печа- 
тается петитом. 

**) Комментарии, принадлежащие И. Н. Веселовскому, от- 
мечены инициалами Я. В. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


1. Тело есть то, что имеет длйну, ширину и глубину (1). 

2. Граница же тела — поверхность (1). 

3. Прямая будет перпендикулярна к плоскости, если 
она со всеми прямыми, касающимися её и находящимися на 
этой [расположенной внизу] плоскости, образует прямые 
углы. 

4. Плоскость будет перпендикулярна к плоскости, 
если прямые, проведённые в одной из этих плоскостей под 
прямыми «углами» к общему сечению плоскостей, будут 
под прямыми «углами» к другой плоскости (2). 

5. Наклон прямой к плоскости будет, если из верх- 
него конца прямой провести к плоскости периендикуляр и 
полученную точку соединить прямой с концом прямой в пло- 
скости: угол, заключённый между, проведённой «прямой» и 
данной <и будет наклоном» (3). 

6. Наклон плоскости к плоскости будет острый угол, 
заключённый между прямыми, проведёнными в каждой пло- 
скости под прямыми углами к общему сечению в одной и 
той же точке. 

7. Плоскость к плоскости и другая к другой считаются 
одинаково наклонёнными, если упомянутые углы наклона 
будут равны между собой. 

8. Параллельные плоскости суть несходящиеся. 

9. ГГодобными телесными фигурами будут заключён- 
ные между равными по количеству подобными плоскостями. 

10. Равные же и подобные телесные фигуры будут 
заключённые между равными по количеству и по величине 
подобными плоскостями (4, 9, 6). 
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11. Телесный угол <в случае» более чем двух прямых, 
касающихся друг друга и не находящихся в одной плоско- 
сти, есть наклон между всеми прямыми. Иначе: телесный 
угол есть <угол>, заключённый между более чем двумя 
плоскими углами, не находящимися в одной и той же пло- 
скости и составленными вместе у одной точки. 

12. Пирамида есть телесная фигура, заключённая между 
плоскостями <и> восставленная от одной плоскости к одной 
точке. 

13. Призма есть телесная фигура, заключённая между 
плоскостями, из которых две противоположные равны, по- 
добны и параллельны, остальные же параллелограммы (7). 

14. Сфера будет: если при неподвижности диаметра 
полукруга, врашающийся полукруг снова вернётся в то же 
самое ‹положение», из которого он начал двигаться, то 
охваченная фигура <и есть сфера». 

15. Обь же сферы есть неподвижная прямая, вокруг ко- 
торой поворачивается полукруг. 


16. Центр же сферы есть то же самое, что и <центр» 
полукруга. 

17. Диаметр же сферы есть какая-нибудь прямая, про- 
ведённая через центр и ограниченная с обеих сторон по- 
верхностью сферы (8). 

18. Конус будет’ если при неподвижности одной из 
сторон прямоугольного треугольника, <прилежащих» к пря- 
мому углу, вращающийся треугольник снова вернётся в то 
же самое «положение», из которого он начал двигаться, 
то охваченная фигура <и есть конус». И если неподвижная 
прямая будет равна другой, вращающейся, [той, что] при 
прямом угле, то конус будет прямоугольным, если же 
меньше, то тупоугольным, если же больше, то остроуголь- 
ным (9). 

19. Ось же конува есть неподвижная прямая, вокруг 
которой поворачивается треугольник. 


20. Основание же — круг, описываемый вращающейся 
прямой. 

21. Цилиндр будет: если при неподвижности одной из 
сторон прямоугольного параллелограмма, «прилегающих» к 
прямому углу, вращающийся параллелограмм снова вернётся 
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в ТО же самое <положение», из которого он начал дви- 
гаться, то охваченная фигура <и будет цилиндром». 

22. Ось же цилиндра есть неподвижная прямая, вокруг 
которой поворачивается параллелограмм. 

23. Основания же — круги, описываемые вращающимися 
двумя противоположными сторонами. 

24. Подобные конусы и цилиндры суть те, у когорых 
оси и диаметры оснований пропорциональны. 

25. Куб есть телесная фигура, заключающаяся между 
шестью равными квадратами. 

26. Октаэдр есть телесная фигура, заключающаяся 
между восемью равными и равносторонними треугольникамн, 

27. Икосаэдр есть телесная фигура, заключающаяся 
между двадцатью равными. и равносторонними треугольни- 
ками. 

28. Додекаэдр есть телесная фигура, заключающаяся 
между двенадцатью равными, равносторонними и равно- 
угольными пятнугольникамн. 


Предложение 1 


У прямой линии’ какая-нибудь часть не ‹может» 
быть в расположенной внизу плоскости, а какая-нибудь 
«другая» часть — в более высокой. 

В самом деле, если возможно, то 
пусть у прямой линии АВС какая- 
нибуль часть АВ будет в располо- 
женной внизу плоскости, а какая- 
нибудь часть ВС — в более высокой 
(черт. 1). 

Вот пусть будет некоторая пря- 
мая, продолжающая АВ «по прямой», 
в расположенной внизу плоскости. 
Пусть она будет ВО; значит, у двух 
прямых АВС, АВШ будет общая «часть» — отрезок АВ; 
это же невозможно, поскольку если мы из центра В раст- 
вором АВ опишем круг, то диаметры «АВС, АВО» будут 
отсекать неравные обводы круга. 


Черт. 1. 
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Итак, у прямой линии какая-нибудь часть не <может> 
быть в расположенной внизу плоскости, а другая — в более 
высокой, что и требовалось доказать. 


Предложение 2 


Если две прямые секут друг друга, то они будут в 
одной плоскости и весь*) треугольник будет в одной 
плоскости. 

В самом деле, пусть две прямые АВ, СР секут друг 
друга в точке Е; я утверждаю, что АВ, СО будут в од- 
ной плоскости и весь треугольник будет 
в одной плоскости (черт. 2). 

Возьмём на ЕС, ЕВ какие-нибудь 
точки /, Н, соединим СВ, [Н и прове- 

7 |] дём [@, НК; я утверждаю, во-первых, 
что треугольник ЕСВ будет в одной 
плоскости. Действительно, если <какая- 

С & К МБ нибудь» часть треугольника ЕСВ, на- 
пример, /СС, или НВК, будет в распо- 
ложенной внизу [плоскости], остальное 
же— в другой, то иу одной из прямых 
ЕС, ЕВ часть будет в расположенной внизу плоскости, часть 
же— в другой. Если же у треугольника ЕСВ часть 1СВН 
будет в расположенной внизу плоскости, остальное же в 
другой, то и у обеих прямых ЕС, ЕВ какая-то часть бу- 
дет в расположенной внизу плоскости, какая-то в другой; 
это же, как доказано, нелепо (предложение 1). Значит, 
треугольник ЕСВ будет в одной плоскости. В какой же 
«плоскости» будет треугольник ЕСВ, в той же самой ‹бу- 
дет> и каждая из ЕС, ЕВ; в какой же каждая из ЕС, ЕВ, 
в той же «будут> и АВ, СО (предложение 1). Значит, 
прямые АВ, СО будут в одной плоскости, и весь треуголь- 
ник будет в одной плоскости, что и требовалось дока- 
зать (10). 


И 


Черт. 2. 


*) пду можно перевести и «весь» и «всякий». (И. В.) 
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Предложение 3 


Если две плоскости секут друг друга, то общее их 
сечение будет прямой. 

В самом деле, пусть две плоскости АВ, ВС секут друг 
друга, общее же их сечение пусть будет линия ОВ}; я ут- 
верждаю, что линия ОВ есть прямая 
(черт. 3). 1 

Действительно, если это не так, то 
соединим /) с В в плоскости АВ пря- 
мой ДЕВ, в плоскости же ВС прямой 
ОВ. Вот у двух прямых ДОЕВ, Г/В 


0 АД 
будут те же самые концы, и они, ко- 
нечно, будут заключать пространство; й 
это же нелепо. Значит, ДЕВ, О/В не Черт. 53. 


будут прямыми. Подобным же вот обра- 
зом докажем, что не будет и никакой другой соединяю- 
щей О с В прямой, кроме ОВ — общего сечения плоско- 
стей АВ, ВС. 

Итак, если две плоскости секут друг друга, то общее 
их сечение будет прямой, что и требовалось доказать (11). 


Предложение 4 


Если к двум пересекающим друг друга прямым в об- 
щем сечении под прямыми < углами» восставлена прямая, 
то она будет под прямыми <углами» и к «проходящей» 
через них плоскости. 

В самом деле, пусть к двум пересекающим друг друга 
прямым АВ, СО в точке Е будет под прямыми «углами» 
восставлена из Е какая-нибудь прямая ЕГ; я утверждаю, 
что Е] будет под прямыми «углами» и к «проходящей» 
через АВ, СО плоскости (черт. 4). 

Действигельно, отложим равные друг другу <отрезки» 
АЕ, ЕВ, СЕ, ЕО и через Е проведём, как придётся, ка- 
кую-нибудь прямую НЕС, соединим АД, СВ и затем ка- 
кую-нибудь <точку> Г соединим «прямыми» ГА, /Н, ГО, ГС, 
Га, В. И поскольку две «прямые» АЕ, ЕО равны двум 
СЕ, ЕВ и заключают равные углы (предложение 15 книги 1) 


) 
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то, значит, основание АДР) будет равно основанию СВ, и 
треугольник АЁЕД будет равен треугольнику СЕВ (предло- 
жение 4 книги Г), так что и угол ДАЕ [будет| равен углу 
ЕВС (там же). Но и угол АЁН равен углу ВЕС. Вот бу- 
дут два треугольника АНЁЕ, ВЕС, имеющие два угла, рав- 
ные — каждый каждому — двум углам, и одну сторону, рав- 
ную одной стороне, а именно «расположенные» при равных 
углах АЕ и ЕВ; значит, они будут иметь и остальные сто- 
роны, равные остальным сторонам (предложение 26 книги |). 
Значит, НЕ равна БО, а 
АН ‹равна» ВО. И по- 
скольку АЁ равна ЕВ, а 
ГЕ общая и под прямыми 
«углами», то, значит, 
основание /А будет равно 
основанию /В (предложе- 
ние 4 книги 1). На том же 
вот основании и ГС будет 
равна ГО. И поскольку 
АР равна СВ, также и 
ГА равна [В, то вот две 
ГА, АД равны — каждая 
каждой — двум /В, ВС; и 
основание /0), как доказано, равно основанию /С; значит, и 
угол ГАД будет равен углу /ВС (предложение 8 книги |). 
И поскольку ещё, как доказано, АН равна ВО, но также 
и ГА равна /В, то вот две ГА, АН будут равны двум ГВ, 
ВО. И угол ГАН, как доказано, равен углу /ВС; значит, 
основание /Н будет равно основанию ГС (предложение 4 
книги |). И ещё поскольку, как доказано, НЕЁ равна ЕО, 
а Е/ — общая, то вот две НЕ, Е! равны двум СЕ, ЕГ; и 
основание /Н равно основанию /@; значит, угол НЁЕГ будет 
равен углу СЕТ (предложение 8 книги 1). Значит, каждый 
из углов НЕГ, СЕГ прямой (определение 10 книги 1). Зна- 
чит, Е/ будет перпендикулярна к На — любой проведённой 
через Е «прямой». Подобным вот образом докажем, что /Е 
будет образовывать прямые углы и со всеми прямыми, ка- 
сающимися её и находящимися в расположенной внизу пло- 
скости. Но прямая будет перпендикулярна к плоскости, если 


Черт. 4. 
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она со всеми прямыми, касающимися её и находящимися в 
той же самой плоскости, образует прямые углы (определе- 
ние 3); значит, /Е будет под прямыми «углами» к распо- 
ложенной внизу плоскости. Расположенной же внизу пло- 
скостью будет «проходящая» через прямые АВ, СД. Значит, 
ГЕ будет под прямыми «углами» к «проходящей» через АВ, 
СР плоскости. 

Итак, если к двум пересекающим друг друга прямым. в 
их общем сечении под прямыми «углами» восставлена пря- 
мая, то она будет под прямыми <углами» и к «проходящей» 
через них плоскости, что и требовалось доказать (12, 13). 


Предложение 5 


Если к трём касающимся друг друга прямым в общем 
сецении под прямыми <углами» восставлена прямая, то 
эти три прямые будут в одной плоскости. 

В самом деле, пусть к трём прямым ВС, ВО, БЕ булет 
в месте касания В под прямыми «углами» восставлена какая- 
нибудь прямая АВ; я утверждаю, 
что ВС, ВО, ВЕ будут в одной 
плоскости (черт. 5). 

Действительно, если не так, то 
пусть, если возможно, будут ВО, 
ВЕ в расположенной внизу пло- 
скости, а ВС в более высоко пол- 
нятой, и проведём*) плоскость 
через АВ, ВС; вот она в располо- 
женной внизу плоскости образует 
общее сечение — прямую (предложение 3). Пусть она 
образует ‹прямую> ВГ. Значит, в одной плоскости, имен- 
но проведённой через АВ, ВС, будут три прямые АВ, 
ВС, В/. И поскольку АВ будет перпендикулярной к каж- 
дой из ВО, ВЕ, то, значит, АВ будет перпендикулярна и 
к «проходящей» через ВО, ВЕ плоскости (предложение 4). 
Плоскость же, «проходящая» через ВО, ВЕ, есть распо- 
ложенная внизу; значит, АВ будет перпендикулярна и к 


Черт. 5. 


*) В подлиннике кВа — выбросить. (И. В.) 
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расположенной внизу плоскости. Так что АВ будет образо- 
вывать прямые углы и со всеми прямыми, касающимися её 
и находящимися в расположенной внизу плоскости. Но её 
касается Б/, находящаяся в расположенной внизу плоскости; 
значит, угол АБ! будет прямым. Предполагается же, что 
и угол АВС прямой; значит, угол АВ! равен углу АВС. 
И они находятся в одной плоскости; это же невозможно. 
Значит, прямая ВС не будет находиться в более высокой 
плоскости; значит, три прямые ВС, ВО, ВЕ будут в одной 
плоскости. 

Итак, если к трём касающимся друг друга прямым бу- 
дет в месте касания под прямыми «углами» восставлена 
прямая, то три прямые будут в одной плоскости, что и тре- 
бовалось доказать. 


Предложение 6 


Если две прямые будут к одной и той же плоскости 
под прямыми углами», то эти прямые будут парал- 


д лельными. 
С В самом деле, пусть две прямые 
Л АВ, СР будут к расположенной 


внизу плоскости под прямыми ‹угла- 

ИД, ми»; я утверждаю, что АВ будет 
параллельна СД (черт. 6). 

хи Действительно, пусть они встре- 

чаются с расположенной внизу Плос- 

костью в точках В, Ш), соединим 

Черт. 6. прямую ВЛ и под прямыми <углами>» 

к ВО пооведём ОЕ в расположен- 

ной внизу плоскости, отложим ОБ равной АВ и сое- 

диним ВЕ, АБ, АО. 

И поскольку АВ перпендикулярна к расположенной внизу 
плоскости, то [значит| она будет образовывать прямые углы 
ин со всеми прямыми, касающимися её и находящимися в 
расположенной внизу плоскости (определение 3). Касаются 
же АВ каждая из «прямых» ВО, ВЕ, находящихся в рас- 
положенной внизу плоскости; значит, каждый из углов АВО, 
АВЕ будет прямым. На том же вот основании и каждый 
из СОВ, СЕ будет прямым. И поскольку АВ равна ОБ, 
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а ВО общая, то вот две АВ, ВО равны двум ЕР, ОВ; 
и они заключают прямые углы; значит, основание АД будет 
равно основанию ВЕ (предложение 4 книги 1). И поскольку 
АВ равна ДЕ, а также и АД ‹равна> ВЕ, то вот две АВ, 
ВЕ будут равны двум ЕД, РА; и у них общее основание 
АЕ; значит, угол АВЕ будет равен углу ЕДА (предложе- 
ние 8 книги 1). Угол же АВЕ прямой; значит, и угол ЕДА 
прямой: значит, ЕД будет перпендикулярна к ДА. Она же 
перпендикулярна ип к каждой пз ВО, ОС. Значит, ЕР к 
трём прямым ВО, ДА, ОС встала под прямыми «углами» 
в месте их касания; значит, три прямые ВО, РА, ОС бу- 
дут в одной плоскости (предложение 5). В какой же <пло- 
скости» ОВ, ДА, в той будет и АВ; ибо весь треугольник 
будет в одной плоскости (предложение 2); значит, прямые 
АВ, ВО, ОС будут в одной плоскости. И каждый из углов 
АВР, ВОС прямой; значит, АВ будет параллельна СО 
(предложение 28 книги 1). 

Итак, если две прямые будут к одной и той же пло- 
скости пол прямыми «углами», то эти прямые будут парал- 
лельны, что и требовалось доказать. 


Предложение 7 


Если будут две параллельные прямые и на каждой 
из них взято по произвольной точке, то соединяющая 
эти точки прямая будет в одной и Ро В 
той же плоскости с параллельными. 

Пусть будут две параллельные пря- 
мые АВ, СО, и на каждой из них И 
возьмём по произвольной точке А, Г; 

я утверждаю, что соединяющая точки т 1 
Е, Г прямая будет в одной п той же 
плоскости с параллельными (черт. 7). Черт. 7. 

Действительно, пусть не так, но, 
если возможно, пусть она будет в более высокой <плос- 
кости», как «например прямая» ЕНГ, и проведём через ЕН! 
плоскость; вот она в сечении с ниже расположенной плос- 
костью образует прямую (предложение 3). Пусть она обра- 
зует ‹прямую> ЕГ; значит, две прямые ЕНГ, Е! будут 


р Евклид, т. Ш 
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заключать пространство; это же невозможно. Значит, соеди- 
няющая от Ё к / прямая не будет в более высокой плоскости; 
значит, в плоскости, «проходящей» через параллельные 
АВ, СО, и будет находиться прямая, соединяющая от Е к/. 

Итак, если будут две параллельные прямые, и на каждой 
из них взято по произвольной точке, то соединяющая эти 
точки прямая будет в одной и той же плоскости © парал- 
лельными, что и требовалось доказать (14). 


Предложение 8 


Если будут две параллельные прямые, одна же будет 
под прямыми ‹углами» к какой-нибудь плоскости, то и 
другая к той же самой плоскости бу- 

д б дет под прямыми углами». 

Пусть будут две параллельные прямые 
АВ, С), одна же из них АВ пусть будет 
под прямыми ‹углами» к расположенной 
внизу плоскости; я утверждаю, что и дру- 
гая СО к той же самой плоскости будет 
под прямыми «углами» (черт. 8). 

Р Действительно, пусть АВ, СО встре- 
чаются с расположенной внизу плоскостью 

Черт. 8. в точках В, ШО; соединим ВО; значит, 

АВ, СР, ВО будут в одной плоскости 
(предложение 7). Под прямым углом к ВО в расположенной 
внизу плоскости проведём ОЕ, отложим ДЕ равной АВ и сое- 
диним ВЕ, АЕ, АР. И поскольку АВ перпендикулярна к рас- 
положенной внизу плоскости, то, значит, и ко всем прямым, 
касающимся её и находящимся в расположенной внизу пло- 
екости АВ будет под прямыми <углами> (определение 3); 
значит, каждый из углов АВ, АВЕ [будет] прямым. И по- 
скольку на параллельные АВ, СО упала прямая ВО, то, зна- 
чит, углы АВО, СОВ равны будут двум прямым (предло- 
жение 29 книги Г). Угол же АВО прямой; значит, прямой 
и угол СОВ; значит, СО будет перпендикулярна к ВО. 
И поскольку АВ равна ДЕ, а ВО общая, то вот две АВ, ВО 
равны двум ЕО, ОВ; и угол АВШ равен углу ЕДВ, ибо 
каждый из них прямой; значит, и основание АД равно 
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основанию ВЕ (предложение 4 книги [). И поскольку АВ 
равна будет ДЕ, ВЕ же— АР, «и» вот две АВ, ВЕ равны 
двум ЕО, ОА — каждая каждой; и у них общее основа- 
ние АЕ, то, значит, и угол АВЕ будет равен углу ЕДА 
(предложение 8 книги Г). Угол же АВЕ прямой; прямой, 
значит, и угол ЕДА; значит, ЕД будет перпендикулярна к АД. 
Она же перпендикулярна и к ОВ; значит, ЕР будет пер- 
пендикулярной и к плоскости, «проходящей» через ВО, ДА 
(предложение 4); и, значит, со всеми прямыми, касающи- 
мися её и находящимися в «проходящей» через ВДА пло- 
скости, ЕД) будет образовывать прямые углы. В плоскости же, 
«проходящей» через ВША находится ПС, поскольку вот 
в «проходящей» через ВРА плоскости будут АВ, ВО (пред- 
ложение 2), в какой же АВ, ВО, в той будет и ОС. 
Значит, ЕД будет под прямыми «углами» к ОС; так что 
и СО будет под прямыми «углами» к ОЕ. Но также и 
СР под прямыми «углами» к ВО. Значит, СО стоит под 
прямыми <углами» к двум пересекающим друг друга прямым 
РЕ, ОВ в сечении, в ШО; так что СР будет -перпенди- 
кулярна и к плоскости, «проходящей» через ДЕ, ОВ (пред- 
ложение 4). «Проходящая» же через ОЕ, ОВ плоскость 
есть расположенная внизу; значит, СО будет под прямыми 
«углами» к расположенной внизу плоскости. 

Итак, если будут две параллельные прямые, одна же из 
них будет под прямыми <углами» к какой-нибудь плоскости, 
то и другая к той же самой плоскости будет под прямыми 
«углами», что и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Параллельные одной и той же прямой и не находя- 
щиеся с ней в одной и той же плоскости будут парал- 
лельны и друг другу. 

В самом деле, пусть каждая из АВ, СО будет парал- 
лельна Е/, не находясь с ней в одной и той же плоскости; 
я утверждаю, что АВ будет параллельна СО (черт. 9). 

Действительно, возьмём на Е/ произвольную точку Н, 
и из неё в плоскости через ЕГ, АВ под прямыми углами» 
к Е/ проведём НО, в плоскости же через /Е, СО, опять 


ож 
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под прямыми ‹углами> к Е/ проведём НК. И поскольку Е! 
перпендикулярна к каждой из На, НК, то, значит, ЕГ бу- 
дет под прямыми ‹углами> и к «проходящей» через На, НК 
плоскости (предложение 4). И Е/ 
параллельна АВ; значит, и АВ 
будет под прямыми «углами> к 
плоскости через СНК (предложе- 
ние 8). На том же вот основании 
и СР будет под прямыми <угла- 
ми» к плоскости через СНК; зна- 
Черт. 9. чит, каждая из АВ, СШ будет 
под прямыми «углами» к пло- 
скости через О@НК. Если же две прямые будут к одной и 
той же плоскости под прямыми «углами», то эти прямые 
параллельны (предложение 6); значит, АВ будет параллель- 
на СДО, что и требовалось доказать (15). 


Предложение 10 


Если две касающиеся друг друга прямые, параллель- 
ные двум касающимся друг друга прямым, находятся 
не в одной и той же плоскости, то они будут за- 
ключать равные углы. 

В самом деле, пусть две 
касающиеся друг друга пря- 
мые АВ, ВС, параллельные 
двум касающимся друг дру- 
га прямым ДЕ, ЕГ, нахо- 
дятся не в одной и той же 
плоскости; я утверждаю, что 
угол АБС будет равен углу 
ДЕТ (черт. 10). 

Действительно, отложим 
ВА, ВС, ЕР, Е! равными Черт. 10. 
друг другу и соединим АД, 

СГ, ВЕ, АС, ПОГ. И поскольку ВА равна и параллельна 
ЕР, то значит, и АД будет равна и параллельна ВЕ 
{предложение 33 книги Г. На том же вот основании и 
С! будет равна и параллельна ВЕ; значит, каждая из 
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АР, СГ будет равна и параллельна ВЕ. Параллельные 
же одной и той же прямой и не находящиеся с ней 
в одной и той же плоскости будут параллельны и друг 
другу (предложение 9); значит, АД будет параллельна С/ 
ни равна. И соединяют их АС, ОГ; значит, и АС будет 
равна и параллельна ОГ (предложение 38 книги 1). И по- 
скольку две АВ, ВС равны двум ДЕ, ЕГ, и основание АС 
равно основанию /)/, то, значит, и угол АВС будет равен 
углу ОЕ! (предложение 8 книги ]). 

Итак, если две касающиеся друг друга прямые, парал- 
лельные двум касающимся друг друга прямым, находятся 
не в одной и той же плоскости, то они будут заключать 
равные углы, что и требовалось доказать (16). 


Предложение 11 


Из данной вверху точки провести на заданную пло- 
скость отвесную прямую линию. 

Пусть данная вверху точка будет А, заданная же пло- 
скость — расположенная внизу; вот требуется из точки А 
провести на расположенную 


внизу плоскость отвесную пря- Я 
мую линию (черт. 11). 

Проведём в расположенной 
внизу плоскости какую-нибудь \ 
произвольную прямую ВС и < \ 


проведём из точки А на ВС 
перпендикуляр АД (предложе- 
ние 12 книги 1). Если теперь 
АР будет перпендикуляром и Черт. 11. 
к расположенной внизу пло- 
скости, то заданное уже было бы выполненным. Если же 
нет, то из точки Г) на расположенной внизу плоскости под 
прямыми <углами> к БС проведём ОЕ (предложение 11 
книги [) и из точки А проведём к ДЕ перпендикуляр А/ (пред- 
ложение 12 книги Г) и через точку Г параллельно ВС про- 
ведём ИУС (предложение 31 книги 1). 

И поскольку ВС будет под прямыми «углами» к каждой 
из ДА, ОЕ, то, значит, ВС будет под прямыми углами и к 
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плоскости, «проходящей» через ЕДА (предложение 4). И НС 
ей параллельна; если же будут две параллельные прямые, 
одна же из них будет под прямыми «углами» в какой-нибудь 
плоскости, то и другая к той же самой плоскости будет под 
прямыми ‹<углами> (предложение 8); и, значит, НО будет 
под прямыми «углами» к «проходящей» через ЕД, ДА пло- 
скости. И, значит, НО будет перпендикулярна ко всем пря- 
мым, касающимся её и находящимся в «проходящей» через 
ЕР, ОА плоскости (определение 3). Касается же её АГ, 
находящаяся в плоскости через ЕД, ОА; значит, НС будет 
перпендикулярна к /А; так что и ГА будет перпендикулярна 
к ОН. Но АГ перпендикулярна и к ОЕ; значит, АГ перпен- 
дикулярна к каждой из На, ОЕ. Если же к двум пересе- 
кающим друг друга прямым в сечении под ‘прямыми «углами» 
восставлена прямая, то она будет под прямыми «углами» и 
к «проходящей» через них плоскости (предложение 4); зна- 
чит, ГА будет под прямыми «углами» к <проходящей» че- 
рез ЕД, НС плоскости. «Проходящая» же через ЕД; НЦ 
плоскость есть расположенная внизу; значит, А/ будет‘под 

прямыми углами к расположенной внизу плоскости. | 
Итак, из. данной вверху точки А 
р 9 проведена на расположенную внизу пло- 
‚скость отвесная прямая линия АГ; что и 

требовалось сделать. 


Предложение 12 


К заданной плоскости из данной 
на ней точки под прямыми углами» 
восставить прямую линию. 

Черт. 12. Пусть заданная плоскость будет 
расположенная внизу, точка же на ней А; 
требуется из точки А под прямыми <углами> к расположен- 
ной внизу плоскости восставить прямую линию (черт. 12). 
Вообразим вверху какую-нибудь точку В, и из В на 
расположенную внизу плоскость проведём перпендикуляр ВС 
(предложение 11), и через точку А параллельно ВС про- 
ведём АД). 
Поскольку теперь будут две параллельные прямые АД, 
СВ, одна же из них ВС под прямыми <углами» к распо- 
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ложенной внизу плоскости, то, значит, и другая АД будет 
к расположенной внизу плоскости под прямыми ‹углами» 
(предложение 8). 

Итак, к заданной плоскости из данной на ней точки А 
под прямыми «углами» восставлена АО, что и требовалось 
сделать. 


Предложение 13 


Из одной и той же точки к одной и той же пло- 
скости не восставятся под прямыми <углами» две пря- 
мые в одну и ту же сторону. 

В самом деле, если возможно, то 
пусть из одной и той же точки А 
к расположенной внизу ° плоскости 
восставятся под прямыми ‹углами» 
две прямые АВ, АС в одну и ту же 
сторону, и проведём <проходящую> 
через ВА, АС плоскость; вот она 
образует сечение — проходящую че- 
рез А в расположенной внизу пло- 
скости прямую (предложение 3). 
Пусть она образует <прямую> ДАР; значит, прямые АВ, 
АС, РАЕ будут в одной плоскости (черт. 13). И поскольку 
СА под прямыми «углами» к расположенной внизу плоскости, 
то, значит, она будет образовывать прямые углы и со всеми 
прямыми, касающимися её и находящимися в расположенной 
внизу плоскости (определение 3). Касается же её ДАЕ, на- 
ходящаяся в расположенной внизу плоскости; значит, угол 
САЕ будет прямым. На том же вот основании и угол ВАЕ 
будет прямым; значит, угол САЁЕ равен ВАР. И они в одной 
плоскости; это же невозможно. 

Итак, из одной и той же точки к одной и той же пло- 
скости не восставятся под прямыми «углами» две прямые 
в одну и ту же сторону, что и требовалось доказать (17, 
18, 19, 20). 


Черт. 13. 


Предложение 14 


К каким плоскостям перпендикулярна одна и та же 
прямая, те плоскости будут параллельны. 
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В самом деле, пусть какая-нибудь прямая АВ будет пол 
прямыми «углами» к каждой из плоскостей СО, ЕТ; я утвер- 
ждаю, что эти плоскости будут параллельны (черт. 14). 

Действительно, если это не так, то при продолжении 
они сойдутся. Пусть они сойдутся; вот они образуют общее 
сечение — прямую (предложение 3). Пусть они образуют 
«прямую» НО; возьмём на НО произвольную точку К и со0- 
единим АК, ВК. И юо- 
скольку АВ перпендику- 
лярна к плоскости ЕГ, то, 
значит, АВ будет перпен- 
дикулярна и к прямой ВК, 
находящейся в продолжен- 
ной плоскости ЕГ; значит, 
угол АВК будет прямым 
(определение 3). На том 
же вот основании и <угол> 
ВАК прямой. Вот <у» 
треугольника АВА два угла АВК, ВАК равны двум 
прямым; это же невозможно (предложение 17 книги |). 
Значит, плоскости СО, Е! при продолжении не сойдутся; 
значит, плоскости СДО, ЕТ будут параллельны (определе- 
ние 8). 

Итак, к каким плоскостям перпендикулярна одна и та же 
прямая, те плоскости параллельны, что и требовалось до- 
казать (21, 22). | 


Черт. 14. 


Предложение 15 


Если две прямые, касающиеся друг друга, параллель- 
ны двум прямым, касающимся друг друга, не находясь 
в Одной и той же плоскости <с ними», то <проходящие> 
через них плоскости параллгльны. 

В самом деле, пусть две прямые АВ, ВС, касающиеся друг 
друга, будут параллельны. двум прямым ОЕ, ЕГ, касающимся 
друг друга, не находясь в одной и той же плоскости; я утвер- 
ждаю, что «проходящие» через АВ, ВС, ДЕ, ЕГ плоскости, 
будучи продолжены, не встретятся друг с другом (черт. 15). 

Действительно, из точки В проведём на плоскость, <про- 
ходящую» через ДЕ, Е] перпендикуляр ВН (предложение 11), 
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и пусть он встретится с этой плоскостью в точке НД, и че- 
рез Н параллельно ЕД проведём Н@, «параллельно» же ЕГ 
«проведём>» НК. И поскольку ВН перпендикулярна к пло- 
скости, «проходящей» через ДЕ, ЕГ, то, значит, она обра- 
зует прямые углы и со всеми прямыми, касающимися её и 
находящимися в плоскости, «проходящей» через ОЕ, ЕГ 
(предложение 3). Касается же её 
каждая из НО, НК, находящихся 
в плоскости через ДЕ, ЕГ; зна- 
чит, каждый из углов ВНа, ВНК 
прямой. И поскольку ВА парал- 
лельна НО (предложение 9), то, 
значит, углы НВА, БВНО равны 
двум прямым (предложение 29 
книги |). Угол же ВНС прямой; 
значит, и НВА прямой; значит, 
НВ будет под прямыми ‹углами» 
к БА. На том же вот основании 
НВ будет под прямыми <углами» 
и к ВС. Поскольку теперь пря- 
мая НВ стоит под прямыми <угла- 
ми» к двум прямым ВА, ВС, пересекающим друг друга, то, 
значит, НВ будет под прямыми углами» и к «проходящей» 
через ВА, ВС плоскости (предложение 4). 

[На том же вот основании ВН будет под прямыми’ 
«углами» и к плоскости, «прохолящей» через НОА, НК. 
Плоскость же через НО, НК будет «и той, что» через. 
ОЕ, ЕГ; значит, ВН будет под прямыми ‹углами» и к пло- 
скости через ДЕ, Е/Г. Доказано же, что НВ под прямыми 
«углами» и к плоскости через АВ, ВС.] 

К каким же плоскостям одна и та же прямая перпенди- 
кулярна, те плоскости будут параллельны (предложение 14); 
значит, плоскость через АВ, ВС будет параллельна той, что. 
через ДЕ, ЕГ. 

Итак, если две прямые, касающиеся друг друга, па- 
раллельны двум прямым, касающимся друг друга, не на- 
ходясь в одной и той же плоскости, то <проходящие» 
через них плоскости параллельны, что и требовалось до 
казать. 


Черт. 15. 
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Предложение 16 


Если две параллельные плоскости пересекаются ка- 
кой-иибудь плоскостью, то общие их сечения будут па- 
раллельны. 

Пусть две параллельные плоскости АВ, СО пересекаются 
плоскостью Е/НО, общие же их сечения пусть будут ЕГ, НО; 
я утверждаю, что Е/ будет параллельна НО (черт. 16). 

Действительно, если это не так, то при продолжении 
ЕТ, НО встретятся со стороны или 1, а, или Е, Н. Про- 


должим их хотя бы в сторону /, @, и пусть они сперва 
сойдутся в К. И поскольку Е/К будет в плоскости АВ, то, 
значит, и все точки на ЕК будут в плоскости АВ (пред- 
ложение 1). Одной же из точек на прямой Е/ГК является К? 
значит, К будет в плоскости АВ. На том же вот основа- 
нии А будет и в плоскости СО; значит, плоскости АВ, СО 
при продолжении сойдутся. Они же не сходятся вследствие 
того, что предположены параллельными; значит, прямые Е/, 
НО при продолжении в сторону /, Ц не сойдутся. Подобно же 
вот докажем, что прямые ЕТ, НС не сойдутся и при про- 
должении в сторону Е, Н. Не сходящиеся же ни с той, ни 
< другой стороны «прямые» будут параллельны. Значит, 
ЕГ будет параллельна НО. 

Итак, если две параллельные плоскости пересекаются 
какой-нибудь плоскостью, то общие их сечения будут па- 
раллельны, что и требовалось доказать. 
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Предложение 17 


Бели две. прямые пересекаются параллельными пло- 
скостями, то они будут пересекаться в тех же самых 
отношениях. 

Пусть две прямые АВ, СО пересекаются параллельными 
плоскостями НО, КЁ, ММ в точках А, Ё, В, С, ГП; 
я утверждаю, что будет как прямая АЕ к ЕВ, таки С7 
к ГО (черт. 17). 

Действительно, соединим АС, ВО, АО, и пусть АР 
встречается с плоскостью АС в точке Х, и соединим 
ЕХ, АТ. И поскольку 
две параллельные пло- 
скости КЁ, ММ, перз- 
секаются плоскостью 
ЕВОХ, то их общи? 
сечения ЕХ, ВО будут 
параллельны (предло- 
жение 16). На том же 
вот основании, посколь- 
ку две параллельные 
плоскости На, КЁ пз- 
ресекаются плоскостью 
АХТС, то общие их 
сечения АС, А/ будут 
параллельны. И по- 
скольку в треугольни- 
ке АВШ параллельно 
одной из сторон ВО проведена прямая ЕХ, то, значит, 
будет пропорция — как АЕ к ЕВ, так и АХ к ХО 
(предложение 2 книги УГ). Затем, поскольку в треуголь- 
нике АДС параллельно одной из сторон АС прове- 
дена прямая АТ, то будет пропорция —как АХ к ХО, 
так и СГ к ГО. Доказано же, что и как АХ к 
ХО, так и АЕ к ЕВ; ип значит, как АЕ к ЕВ, так и 
СГк Ш. 

Итак, если две прямые пересекаются параллельными 
плоскостями, то они будут пересекаться в тех же самых 
отношениях, что и требовалось доказать. 


Черт. 17. 
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Предложение 18 


Если прямая будет под прямыми углами» к какой- 
нибудь плоскости, то и все «проходящие» через неё пло- 
скости будут под прямыми <углами> к той же самой 
плоскости. . 

Пусть какая-нибудь прямая АВ будет под прямыми 
«углами» к расположенной внизу плоскости; я утверждаю, 
что и все «проходящие» через АВ плоскости будут под пря- 
мыми «углами» к расположенной внизу плоскости (черт. 18). 

Действительно, проведём *) через 
АВ плоскость ОЕ, и пусть общим 
сечением плоскости ДЕ и расположен- 
ной внизу будет «прямая» СЁ; возь- 
мём на СЕ произвольную точку Г, 
и из / под прямыми «углами» к СЕ 
в плоскости ДЕ проведём /Н. И по- 

Черт. 18. скольку АВ перпендикулярна к рас- 
положенной внизу „ плоскости, то, 

значит, АВ будет перпендикулярна и ко всем прямым, 
касающимся её и находящимся в расположенной внизу 
плоскости (определение 3), так что она будет перпенди- 
кулярна и к СЕ; ‘значит, угол АВ! будет прямым. 
Также и угол Н/ШВ прямой; значит, АВ будет парал- 
лельна /Н (предложение 28 книги Г). Но АВ будет под 
прямыми углами к расположенной внизу плоскости; значит, 
и /Н будет под прямыми углами к расположенной внизу 
плоскости (предложение 8). И плоскость будет перпендику- 
лярна к плоскости, если прямые, проведённые в одной из 
этих плоскостей под прямыми «углами» к общему сечению 
плоскостей будут под прямыми <углами» к другой плоскости 
(определение 4). И проведённая в одной из этих плоско- 
стей ОЕ под прямыми «углами» к общему сечению пло- 
скостей СЕ «прямая» /Н оказалась под прямыми «углами» 
к расположенной внизу плоскости; значит, плоскость ОЕ 
будет перпендикулярна к расположенной внизу. Подобно же 
вот докажем, что и все проведённые через АВ плоскости 


*) В подлиннике #8=В 78, буквально — выбросим. 
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оказываются перпендикулярными к расположенной внизу 
плоскости. 

Итак, если прямая будет под прямыми ‹углами» к ка- 
кой-нибудь плоскости, то и все «проходящие» через неё 
плоскости будут под прямыми «углами> к той же самой 
плоскости, что и требовалось доказать. 


Предложение 19 


Если две плоскости, пересекающие друг друга, будут 
под прямыми углами» к какой-нибудь плоскости, то и 
общее их сечение будет под прямими углами» к 
той же самой плоскости. 

Пусть две плоскости АВ, 
ВС будут под прямыми угла- 
ми к расположенной внизу 
плоскости, общее же их се- 
чение пусть будет ВО; я 
утверждаю, что ВО будет 
под прямыми <углами» к рас- 
положенной внизу плоскости 
(черт. 19). 

Действительно, пусть не Черт. 19. 
так; из точки ДО в плоскости 
АВ под, прямыми <углами> к прямой АД проведём ДЕ, 
в плоскости же ВС под прямыми «углами» к СО <прове- 
дём> ОГ. И поскольку плоскость АВ перпендикулярна 
к расположенной внизу, и в плоскости АВ под прямыми 
«углами» к общему их сечению АД проведена ДЕ, то, 
значит, ОЕ будет перпендикулярна к расположенной внизу 
плоскости (определение 4). Подобно же вот докажем, что 
и О/ перпендикулярна к расположенной внизу плоскости. 
Значит, из одной и той же точки О к расположенной 
внизу плоскости будут восставлены под прямыми <углами» 
две прямые в одну и ту же сторону; это же невозможно 
(предложение 13). Значит, к расположенной внизу плоско- 
сти из точки Г) не восставится под прямыми «углами» ни- 


какой «прямой», кроме ОВ — общего сечения плоскостей 
АВ, ВС. 
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Итак, если две плоскости, пересекающие друг друга, 
будут под прямыми <углами» к какой-нибудь плоскости, то 
и общее их сечение будет под прямыми «углами» к той же 
самой плоскости, что и требовалось доказать. 


Предложение 20 


Если телесный угол заключается между тремя пло- 
скими углами, то два каких угодно угла» во всех соче- 
р таниях будут больше оста- 

вшегося. 

Пусть телесный угол, 
что при А, заключается 
между тремя плоскими угла- 

сми ВАС, САР, РАВ; я 
утверждаю, что из углов 
Черт. 20. ВАС, САЙ, РАВ два каких 
угодно во всех сочетаниях 

будут больше оставшегося (черт. 20). 

Если теперь углы ВАС, САО, АВ равны друг другу, 
то ясно, что два каких угодно будут больше третьего. 
Если же нет, то пусть большим будет угол ВАС *) и по- 
строим в нлоскости, «проходящей» через ВАС, на прямой 
АВ при точке её А угол ВАЕ, равный углу ДАВ, отло- 
жим АЕ равной АД, и пусть проведённая через точку Е 
«прямая» ВЕС пересекает прямые АВ, АС в точках В, С, 
и соединим ДВ, ОС. И поскольку ДА равна АЕ, АВ же общая, 
го две равны двум, и угол ДАВ равен углу ВАЕ; значит, 
основание 2)В будет равно основанию ВЕ (предложение 4 
книги 1). И поскольку две ВО, ОС более ВС, из которых 
ОВ, как доказано, равна ВЕ, то, значит, и остающаяся ОС 
будет больше остатка ЕС. И поскольку ОА равна АЁ, АС 
же общая, и основание ОДС больше основания ЕС, то, зна- 
чит, угол ДАС будет больше угла ЕАС (предложение 25 
книги |). Доказано же, что и угол ДАВ равен углу ВАЕ; 


*) Гейберг замечает, что нет никакой надобности предпола- 
гать, что угол ВАС является наибольшим; достаточно лишь, чтобы 
он был больше угла ВАВ. 
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значит, углы ДАВ, ДАС <вместе» будут больше угла ВАС. 
Нодобно же вот докажем, что и другие взятые попарно. 
будут больше оставшегося. 

Итак, если телесный угол заключается между тремя 
плоскими углами, то два каких угодно <угла» во всех со- 
четаниях будут больше оставшегося, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 21 


Всякий телесный угол заключается между плоскими 
углами, меньшими, [чем] четыре прямых угла». 

Пусть телесный угол, что при А, будет заключён между 
плоскими углами ВАС, САО; РАВ; я утвержлаю, что углы 
ВАС, САР, РАВ будут меньше четь- С 
рёх прямых (черт. 21). 

Действительно, возьмём на каж- 
дой из «прямых» АВ, АС, АР про- 
извольные точки В, С, О и соединим 
ВС, СО, ОВ. И поскольку телесный 
угол, что при В, заключается межд В 
тремя плоскими углами СВА, АВР, Черт. 21. 
СВР, то два каких угодно будут 
больше оставшегося (предложение 20); значит, «углы» СВА, 
АВР будут больше СВО. На основании того же вот 
и ‹углы> ВСА, -АСО будут больше ВСО, ‹углы» же 
СРА, АРВ больше СРВ; значит, шесть углов СВА, 
АВО, ВСА, АСР, СРА, АПВ будут больше трёх СВО, 
ВСР, СЬВ. Но три <угла> СВО, ВОС, ВСР равны двум 
прямым (предложение 32 книги 1); значит, шесть «углов» 
СВА, АВО, ВСА, АСР, СОА, АШВ будут больше двух 
прямых. И поскольку у каждого из треугольников АВС, 
АСР, АБВ <все> три угла равны двум прямым, то, зна- 
чит, у трёх треугольников девять углов СВА, АСВ, ВАС, 
АСР, СРА, САР, АБВ, ОВА, ВАД равны шести прямым; из 
них шесть углов АВС, ВСА, АСР, СРА, АБВ, ОВА больше 
двух прямых; значит, остальные три [угла] ВАС, САБ, 
ДАВ, заключающие телесный угол, будут меньше четырёх 
прямых. 
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Итак, всякий телесный угол заключается между плос- 
кими углами, меньшими, [чем] четыре прямых <угла», что 
и требовалось доказать (25). 


Предложение 22 


Если будут три плоских угла, из которых два во 
всех сочетаниях будут больше оставшегося, содержат 
же их равные прямые, то возможно из линий», замы- 
кающих равные прямые, составить треугольник. 


б 
В Е 


А Хе р 1 Я К 
Черт. 22. 


Пусть будут три плоских угла АВС, ОЕГ, НОСОК, из 
которых два во всех сочетаниях будут больше оставшегося, 
«а именно» АВС, РЕТ «больше» НОСОК, <‹углы> же ДЕТ, 
НОСОК «больше» АВС, и ещё НОСК, АВС <больше» РЕГ, и 
пусть прямые АБ, ВС, ДЕ, Е!, НС, СК будут равны; и соеди- 
ним АС, ОГ, НК; я утверждаю, что возможно из «прямых», 
равных АС, ОГ, НК, составить треугольник, то-есть что 
из <прямых> АС, ОГ, НК две какие-нибудь будут больше 
‚оставшейся (черт. 22). 

Если теперь углы АВС, РЕТ, НСК равны друг другу, 
то ясно, что при «прямых» АС, ОТ, НК, становящихся 
равными (предложение 4 книги |), возможно из равных АС, 
01, НК «прямых» составить треугольник. Если же нет, то 
пусть они будут неравными, и построим на прямой СК при 
‚её точке С ‹угол>» КОЁ, равный углу АВС; и отложим 
С]. равной одной из АВ, ВС, ПЕ, ЕГ, НО, ДК и соединим 
Кр, НЕ (черт. 23). И поскольку две АВ, ВС равны двум 
„Ка, СГ, и угол, что при В, равен КОГ, то, значит, осно- 
вание АС будет равно основанию КГ (предложение 4 
жниги |). И поскольку «углы» АВС, НОК больше ОДЕТ, 
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«угол> же АВС равен КОХ, то, значит, НОЁ будет больше 
РЕГ. И поскольку две НО, СЁ равны двум ОЕ. ЕТ, и 
угол НОГ больше угла ОЕ], то, зна- @ 

чит, основание /72 будет больше осно- 
вания 0)/ (предложение 24 книги |). Но 
«прямые» НА, КЁ <вместе» больше НЁ 
(предложение 20 книги |). Значит, тем 
более НК, КЕ будут больше ОГ. <Пря- 
мая> же АГ. равна АС; значит, АС, НК >. 

будут больше оставшейся Д/Г. Подоб- Черт. 23. 

но же вот докажем, что и АС, 2 

булут больше НК, и ешё ОГ, НК будут больше АС. Итак, 
возможно из трёх равных АС, О/, НК ‹прямых» составить 
треугольник, что и требовалось доказать (26). 


Предложение 23 


Из трёх плоских углов, из которых два во всех соче- 
таниях будут больше оставшегося, составить телесный 
угол; нужно, однако, чтобы эти три <угла вместе» были 
бы меньше четырёх прямых (предложение 21). 


@ 
В Е 


д [А р [ Н А 
Черт. 24. 


Пусть данные три плоских угла будут АВС, ДЕТ, НСК, 
из которых два во всех сочетаниях пусть будут больше 
оставшегося, ещё же эти три «угла вместе» меньше четы- 
рёх прямых; вот требуется из углов, равных АВС, ОЕ, 
НОСОК составить телесный угол (черт. 24). 

Отсечём равные «прямые» АВ, ВС, ОЕ, @Ы, НО, СК, 
и согдиним АС, ОГ, НК; возможно, значит, из трёх <пря- 
мых», равных АС, ОГ, НК, составить треугольник (предло- 
жение 22). Составим «треугольник» 2/ММ так, чтобы АС 


3 Евклид, т. Ш 
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равнялась бы 1 М, О] же — ММ и ещё НК ‹равнялась бы» 
№, и опишем около треугольника [ММ круг [ММ (пред- 
ложение 5 книги 1\); возьмём его центр, и пусть он будет 
Хх, и соединим [ГХ, МХ, МХ; я утверждаю, что АВ будет 
больше ЁХ (черт. 25). Действительно, если не так, то АВ 
или будет равна [Х, пли меньше. Пусть сперва будет 
равна. И поскольку АВ равна [Х, но АВ равна ВС, ХЕ 
же — ХМ, то вот две АВ, ВС равны двум [Х, ХМ — 
каждая каждой; и основание АС предполагается равным ос- 
нованию [./[; значит, угол АВС будет равен углу ЕХМ 
(предложение 8 книги [). На том же 
вот основании и <угол> ОДЕТ будет 
равен <углух МХМ и ещё НОСОК — 
«углу» МАТ; значит, три угла АВС, 
РЕ, НОСОК будут равны трём ‹уг- 
лам» [Г АМ, МХМ, МХЕ. Но три угла 
ХМ, МХМ, МХЕ равны четырём 
прямым; и значит, три <угла» АВС, 
РЕГ, НОСОК будут равны четырём пря- 
мым. Предполагаются же они и мень- 
Черт. 25. шими четырёх прямых; это же не- 
лепо. Значит, АВ не будет равна /.Х. 

Вот я утверждаю, что АВ не будет и меньше СХ. В са- 
мом деле, если возможно, то пусть будет; и отложим ХО 
равной АВ, ХР же равной ВС и соединим ОР. И по- 
скольку АВ равна ВС, то и ХО будет равна ХР; так 
что и остаток СО будет равен РМ. Значит, [М будет па- 
раллельна ОР (предложение 2 книги \1), и <треугольник» 
ГИХ будет равноугольным с ОРХ (предложение 29 книги ]); 
значит, будет, что как ХЁ к [М, так и ХО к ОР (пред- 
ложение 4 книги \[); переставляя — как СХ к ХО, так и 
[М к ОР (предложение 16 книги У). Но [Х больше ХО; 
значит, и [./М больше ОР. Но [М откладывается равной АС; 
значит, и АС будет больше ОР. Поскольку теперь две АВ, 
ВС равны двум ОХ, ХР, и основание АС больше основания 
ОР, то, значит, угол АВС будет больше угла ОХР (предложе- 
ние 29 книги |). Подобно же вот докажем, что и <угол> ДЕ/ 
будет больше МХМ, <угол> же НОСОК — ‹угла» МХЕ. Зна- 
чит, три угла АВС, ОЕГ НОК будут больше трёх ЁХМ, 
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МХМ, МХЕ. Но ‹углы> АВС, ЕТ, НОК предполагаются 
меньшими четырёх прямых; значит, тем более углы ДХИМ, 
МХМ, МХЕ будут меньше четырёх прямых. Но они и ра- 
вны «четырём прямым»; это же нелепо. Значит, АВ не будет 
меньше /Х. Доказано же, что она и не равна; значит, АВ 
больше /[.Х. Вот восставим из точки Х под прямыми <углами» 
к плоскости круга 2/ММ «прямую» ХЮ (предложение 12), 
и чем квадрат на АВ больше квадрата на 2Х, пусть тому 
будет равен квадрат на ХЮ, и соединим ЮЁ, ЮМ, ЮМ. 
И поскольку ЮХ перпендикулярна к плоскости круга 2/ИМ, 
то, значит, ЮХ будет перпендикулярной и к каждой из 
[Х, МХ, МХ. И поскольку ЁХ равна ХМ, ХЮ же об:цая 
и перпендикулярная, то, значит, и основание ЮГ. будет равно 
основанию Ю/М (предложение 4 книги |. На том же вот 
- основании и ЮМ будет равна каждой из ЮГ, ЮМ; значит, 
три ЮР, ЮМ, ЮМ будут равны друг другу. И поскольку, 
чем квадрат на АВ больше квадрата на ДХ, тому предпо- 
лагается равным и квадрат на ХЮ, то, значит, квадрат на 
АВ будет равен квадратам на [Х, ХЮ. Квадратам же на 
[Х, ХЮ равен квадрат на /Ю (предложение 47 книги 1}; 
ибо угол [ХЮ прямой; значит, квадрат на АВ равен квадрату 
на ЮГ; значит, АВ равна ЮЁ. Но АВ равна каждая из ВС, ОБ, 
ЕТ, НЦ, СК, а ЮГ равна каждая из ЮМ, ЮМ; значит, каждая 
из АВ, ВС, ОЕ, ЕГ, НО, ДК будет равна каждой из АД, 
ЮМ, ЮМ. И поскольку две [Ю, ЮМ равны двум АВ, БС, и 
основание /./М предполагается равным основанию АС, то, 
значит, угол [ЮМ будет равен углу АВС (предложение 8 
книги 1). На том же вот основании и «угол» МЮМ равен 
ОЕТ, <угол> же ГЮМ — <углу» НОК. 

Итак, из трёх плоских углов [ЮМ, МЮМ, ГЮМ, кото- 
рые равны трём данным углам АВС, ОЕ, НОСОК, составлен 
телесный угол, что при Ю, заключённый между углами 2[ЮМ, 
МЮМ, ГЮМ, что и требовалось сделать (27). 


Лемма 


Каким же брать квадрат на ХЮ, чтобы он равнялся 
тому, на что квадрат на АВ болыне квадрата на 2Х, мы 
покажем так: отложим прямые АВ, ЁХ, и пусть большая 


З* 
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будет АВ, опишем на ней полукруг АВС, п в полукруг 

АВС вставим (предложение 1 книги |1\У) АС, равную пря- 

мой [Х, не являющейся большей диаметра АБ, и соеди- 

ним СВ (черт. 26). Поскольку теперь в 

полукруге АСВ имеется угол АСВ, то, 

значит, АСВ будет прямой (предложение 31 

книги |). Значит, квадрат на АВ будет 

А В равен квадратам на АС, СВ (предложе- 

Черт. 86. ние 47 книги 1). Так что квадрат, на АВ 

будет больше квадрата на АС квадратом 

на СВ. Но АС равно ЁХ. Значит, квадрат на АВ больше 

квадрата на Г.Х квадратом на СВ. Если теперь отложим 

ХВ равной ВС, то квадрат на АВ квадрата на Г.Х будет 
больше квадратом на ХЮ; это и надлежало сделать. 


Предложение 24 


Если тело заключается между параллельными пло- 
скостяли, то противоположные его плоскости будут рав- 
ными и параллелограммами *). 

Пусть тело СОСН заключается между параллельными 
плоскостями АС, НГ АС, ОГ, ВТ, АЕ; я утверждаю, что 
противоположные его плоскости В @ 
будут равными и параллелограм- 
мами (черт. 27). 

Действительно, поскольку две 4 
параллельные плоскости ВН, СЕ Г 
пересекаются плоскостью АС, то 
общие их сечения будут парал- 
лельны (предложение 16). Значит, 
«прямая» АВ будет параллель- 
на ОС. Затем, поскольку две параллельные плоскости ВГ, 
АЕ пересекаются плоскостью АС, то общие их сечения 
будут параллельны. Значит, «прямая> ВС будет парал- 


р Е 
Черт. 27. 


*) Это предложение, замечает Гейберг, сформулировано не 
совсем правильно; действительно, подразумевается тело, заклю- 
чённое между шестью параллельными плоскостями, не больше, 
и плоскости, хотя и будут все параллелограммами, не будут все 
равными — равны друг другу одни только противолежащие. 
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лельна АД. Доказано же, что и АВ параллельна ОС; 
значит, АС будет параллелограммом. Подобно же вот до- 
кажем, что и каждая из ОГ, Г[Н, НВ, ВТ, АЕ будет па- 
раллелограммом. Соединим АС, ОГ. И поскольку «прямая» 
АВ параллельна ОС, ВС же— СТ, то вот две АВ, ВО, 
касающиеся друг друга, параллельные к двум прямым ДОС, 
С], касающимся друг друга, не находятся в одной и той 
же плоскости; значит, они будут заключать равные углы 
(предложение 15); значит, угол АВС равен ОСГ. И поскольку 
две АВ, ВС равны двум ОС, СТ (предложение 34 книги 1), 
и угол АВС равен углу ОСТ, то, значит, основание АЦ 
будет равно основанию ДОГ, и треугольник АВС равен 
треугольнику ОСТ (предложение 4 книги 1). И удвоенное от 
АВС есть параллелограмм ВН, удвоенное же от ОС/ — па- 
раллелограмм СЕ (предложение 34 книги Г); значит, парал- 
лелограмм ВН будет равен параллелограмму СЕ. Подобно 
же вот докажем, что и <параллелограмм» АС будет равен 
НТ. АЕ же — ВБ,. 

Итак, если тело заключается между параллельными 
плоскостями, то противоположные его плоскости будут рав- 
ными И параллелограммами, что и требовалось доказать. 


Предложение 25 


Если параллелепипедальное*) тело сечётся плоскостью, 
являющейся параллельной противопэложным плоскостям, 
то будет, что как основание к основанию, так ий тело 
к телу. 

Пусть параллелепипедальное тело АВСШО сечётся пло- 
скостью /Н, являющейся параллельной противоположным 
плоскостям ЮРА, ОО; я утверждаю, что будет как основание 
АЕ!ЁЕ к основанию ЕССГ, так и тело АВГУ к телу ЕНСВ 
(черт. 28). 


*) В подлиннике стеребу пара) тдетитебоу — буквально «парал- 
леле-плоскостное тело» или просто параллелепипед. Совершенно 
так же в Г книге определяется дороу параЖАтА0траиоу — «парал- 
лельно-линейная площадь», что мы переводим просто как парал- 
лелограмм. 
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Действительно, продолжим АС в обе стороны и отложим 
сколько угодно равных АЕ «прямых» АК, КЕ и сколько 
угодно равных ЕС «прямых» СМ, ММ, и дополним парал- 
лелограммы ГО, КР, СХ, М$ и тела ГР, КЮ, ОМ, МТ. 
И поскольку прямые ГК, КА, АЕ равны друг другу, будут 
равны и параллелограммы ГО, КЁ, АГ друг другу, и КТ, 
КВ, АН друг другу и ешё [7, КР, АЮ друг другу, ибо 
они противоположны (предложение 24). На том же вот 
основании и параллелограммы ЕС, СХ, М$ будут равны 
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Черт. 28. 


друг другу, и СН, СИ, ОМ будут ‘равны друг другу и 
ещё Да, МО, МТ; значит, три плоскости тел ГР, КЮ, АИ 
равны будут трём плоскостям. Но эти три равны трём 
противоположным (предложение 24); значит, эти три тела 
[Р, КЮ, АИ будут равны друг другу. На том же вот 
основании и три тела ЕР, ОМ, МТ будут равны друг 
другу; значит, сколько раз кратным основание 2/ будет 
от основания ДГ, столько же раз кратным будет и тело ДИ’ 
от тела АГ. На основании того же вот, сколько раз крат- 
ным основание № будет от основания /@, столько же раз 
кратным будет и тело МУ от тела (СУ. И если основание 
ПШ равно основанию МГ, то и тело ЁУ будет равно телу МУ, 
и если основание // болыше основания №, то и тело МИ 
больше тела ЁИ, и если — меньше, то — меньше. Вот при 
наличии четырёх величин, а «именно» двух оснований АГ, 
ОСГи двух тел АУ, УС, взяты с одной стороны от осно- 
вания А/ и тела АУ ‹равнократные> основание [/ и тело 
ГУ, с другой же стороны — от основания @/ и тела СУ 
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«равнократные» основание №Г и тело МИ, и доказано, что 
если основание // больше основания /М№, то и тело БУ 
больше [тела] МУ, и если — равно, то — равно, и если — 
меньше, то — меньше (определение 5 книги \). Значит, 
будет, что как основание А/ к основанию /@, так и тело 
АУ к телу УЦ, что и требовалось доказать. 


Предложение 26 


При данной прямой и <данной> на ней точке соста- 
вить телесный угол, равный данному телесному углу. 
Пусть данная прямая будет АВ, данная же на ней 
точка — А, данный же телесный угол — тэт, что при О, за- 


ключающийся между плоскими углами ЕОС, ЕРГ ГОС; 
вот требуется при прямой АВ и на ней точке А составить 
телесный угол, равный телесному углу, что при О 
(черт. 29). 

Возьмём на ОГ произвольную точку Г и проведём из / 
к плоскости, «проходящей» через ЕД, ОС, перпендикуляр 
[Н (предложение 11), и пусть он встретится с плоскостью 
в Н, соединим ОН, и при прямой АВ и на ней в точке А 
построим равный углу ЕДС угол» ВАГ, <углу» же ЕВН — 
<«угол> ВАК (предложение 23 книги Г), отложим АК равной 
ОН, и из точки К под прямыми ‹углами» к плоскости 
через ВАГ восставим КО (предложение 12), отложим КС 
равной Н/Г и соединим СА; я утверждаю, что телесный 
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угол при А, заключающийся между углами ВАГ, ВАС, 
САЁ, будет равен телесному углу при О, заключающемуся 
между углами ЕДС, ВОГ, ГОС. 

Действительно, отсечём равные ‹прямые> АВ, ОЕ и 
соединим (В, КВ, ГЕ, НЕ. И поскольку /Н перпендику- 
лярна к расположенной внизу плоскости, то она, значит, 
со всеми прямыми, касающимися её и находящимися в рас- 
положенной внизу плоскости, будет образовывать прямые 
углы (определение 3). Значит, каждый из углов /НО, [НЕ 
будет прямым. На основании того же вот и каждый из 
углов СКА, СКВ будет прямым. И поскольку две КА, АВ 
равны двум НО, ОЕ, каждая каждой, и заключают равные 
углы, то, значит, основание АВ будет равно основанию НЕ 
(предложение 4 книги 1). Также и КС равна НГ и заклю- 
чают «они» прямые углы; значит, и СВ равна /Е. Затем, 
поскольку две АК, КС равны двум ОН, НГ и содержат 
прямые углы, то, значит, основание АС будет равно осно- 
ванию //). Также и АВ равна ОЕ; вот две СА, АВ равны 
двум 0/, ОЕ; и основание ЯВ равно основанию /ЁЕ; значит, 
угол ВАС будет равен ЕД/ (предложение 8 книги 1). На 
основании того же*) вот и САЁ будет равен ГОС [по- 
скольку вот, если мы отсечём равные «прямые» АЁ, ОС и 
соединим АЁ, СЁ, НС, ГС, то, поскольку весь «угол» ВАР 
равен всему ЕОС, у которых угол ВАК предполагается 
равным ЕОН, значит, остающийся «угол» КАЁ будет равен 
остающемуся <углу>» НОС. И поскольку две КА, АЁ равны 
двум НО, ШОС и заключают равные углы, то, значит, 
основание АКГ будет равно основанию НС. Также и Ка 
равна НГ; вот две СК, КС равны двум СН, НГ и заклю- 
чают прямые углы; значит, основание @Ё будет равно ос- 
нованию /С. И поскольку две СА, АЁ равны двум ГО, ОС, 
и основание ОР равно основанию /С, то, значит, угол САЁ 
будет равен углу ГОС]. Также и угол ВАЁ равен углу 
ЕОС. 


*) Гейберг замечает, что эти слова могут служить достаточным 
доказательством того, что нижеследую'цая, поставленная в ква- 
дратных скобках часть текста, не может быть подлинной, тем 
более, что и слог её заметно отличается от слога Евклида. 
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Итак, при данной прямой АВ и <данной> на ней точке: 
А составлен «телесный угол», равный данному телесному 
углу, что при 0); это и требовалось сделать *). 


Предложение 27 


На данной прямой построить параллелепипедальное: 
тело, подобное и подобно расположенное данному парал- 
лелепцпедальному телу. 

Пусть данная прямая будет АВ, данное же параллеле- 
пипедальное тело СД: вот требуется на данной прямой АВ’ 
построить параллелепипе- р 
дальное тело, подобное и 
подобно расположенное 7 / 
данному — параллелепипе- [4 
дальному телу Ср 
(черт. 30). 

Составим на прямой А В 
АВ при точке на ней А й Е 
равный телесному углу, Черт. 30. 
что при С, угол, заклю- 
чающийся между ВАС, САК, КАВ, так, чтобы угол ВАС 
равнялся ЕСГ, «угол» же ВАК — <‹углу> ЕСН, <угол» же 
КАД — ‹углу» НСГ (предложение 26); и сделаем, чтобы 
как ЕСк СН, так и ВА к АК, как же НС к СГ, так и 
КАкАОД. И, значит, йо равенству (предложение 22 книги У}: 
будет как ЕС к СГ, так и ВА к АЦ. И дополним парал- 
лелограмм ОВ и тело АД. 

И поскольку будет, что как ЕС к СН, так и ВА к АК, 
и при равных углах ЕСН, ВАК стороны пропорциональны, 
то параллелограмм НЕЁ будет подобен параллелограмму КВ. 
На основании того же вот и параллелограмм КС будет по- 
добен параллелограмму НГ и еще ГЕ <подобен> @В} зна- 


*) Симсон замечает, что здесь Евклид пользуется предложе- 
нием, что телесные углы будут равны, если равны и одинаково. 
расположены их плоские углы. Это предложение Евклидом нигде 
не доказано, и он пользуется им как бы в виде скрытой аксиомы. 
Вообще же равенство телесных углов должно было бы быть оп- 
ределённым по типу определения 10 (равенство и подобие тел). 
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чит, три параллелограмма тела СО подобны трём парал- 
лелограммам тела АР. Но одни эти три равны и подобны 
трём противоположным, другие же три равны и подобны 
трём противоположным *); значит, всё тело СО будет по- 
добно всему телу ДД. 

Итак, на данной прямой АВ построено параллелепипе- 
дальное тело АЁ, подобное и подобно расположенное дан- 
ному параллелепипедальному телу СШ, что и требовалось 
сделать. 


Предложение 28 


Если параллелепипедальное тело сечётся плоскостью 
по диагоналям противоположных плоскостей, то это 
тело рассечётся плоскостью пополам. 

Пусть параллелепипедальное тело АВ 

г: 1 будет рассечено плоскостью по диагона- 
лям С, ОЕ противоположных плоско- 
с стей; я утверждаю, что тело АВ рас- 
и сечётся плоскостью  СДЕГ пополам 

(черт. 31). 
Действительно, поскольку треуголь- 
ник СН! равен треугольнику С/В, 
АРЕ же— ЕС (предложение 34 кни- 
ги 1), и также параллелограмм СА 
равею ЕВ (ибо они противоположны), НЕ же — Са 
(предложение 24), то, значит, и призма, заключающаяся 
между двумя треугольниками СНГ, АДЕ и тремя парал- 
лелограммами НЕ, АС, СЕ, будет равна призме, заклю- 
чающейся между двумя трзугольниками СВ, ДЕС и тремя 
параллелограммами СО, ВЕ, СЁ; ибо они заключаются 
между равными по количеству и по величине плоскостями 
(определение 10.) Таким образом, всё тело АВ рассечено 


плоскостью СДЕ/Г пополам, что и требовалось доказать 
(28, 29, 30). 


т А 
Черт. 31. 


+) Гейберг замечает, что это вытекает из предложения 24. 
При наличии определения 9 для доказательства теоремы вполне 
достаточно доказать подобие параллелограммов, заключающих 
это тело. 
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Предложение 29 


Находящиеся на том же самом основании, под той 
же самой высотой параллелепипедальные тела, восстав- 
ленные <рёбра»*) которых находятся на тех же самых 
прямых, будут равны друг другу. 

Пусть на том же самом основании АВ будут паралле- 
лепипедальные тела СМ, СМ под той же самой высотой, 
восставленные «рёбра» которых АН, АГ, ЁМ, ЕМ, СР, 
СЕ, Ва, ВК пусть будут находиться на тех же самых 
прямых /^, ДОК; я утверждаю, рп Е [4 7 
что тело СМ будет равняться | 
телу СМ (черт. 32). 

Действительно, поскольку 
каждая из «фигур» СС, СК — 
параллелограмм, то «‹прямая» 
СВ будет равна каждой из ОС, 
ЕК (предложение 34 книги 1); 
так что и ОО будет равна ЕК. Черт. 32. 
Отнимем общую ЕС; значит, 
остаток ДЕ будет равен остатку СК. Таким образом, и тре- 
угольник ОСЁЕ будет равен треугольнику @ВК (предложение 
4 книги Г), а параллелограмм ОН — параллелограмму СН 
(предложение 36 книги Г). На основании того же вот и 
треугольник 4/Н будет равен трэзугольнику МЕМ. Также 
и Параллелограмм С] равен параллелограмму ВМ, СН 
же — ВМ (предложение 24); ибо они противололожны; зна- 
чит, и призма, заключающаяся между двумя треугольниками 
АН, ОСЕ и тремя параллелограимами АР, ОН, СН 
будет равна призме, заключающейся между двумя тре- 
угольнлками ММ СВК и тремя параллелограммами В.М, 
СМ, ВМ. Приложим об:цее тело, у которого основание — 
параллелограмм АВ, противоположная же <грань»**) НЕСМ; 


*) У Евклида стоит просто 2р:ото — восставленные (под- 
разумевается прямые). Термина «рёбра» у него нет, почему 
соответствующее слово и помещается в скобках. Концы этих 
«ребер» попарно находятся на одних и тех же горизонтальных 
прямых. (И. В.) 


+*) У Евклида просто тдалгудуцоу — противоположное. (И. В.) 
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значит, всё параллелепипедальное тело СМ будет равно 
параллелепипедальному телу СМ. 

Итак, находящиеся на том же самом основании парал- 
лелепипедальные тела, под той же самой высотой, восстав- 
ленные <рёбра» которых находятся на тех же самых пря- 
мых, будут равны друг другу, что и требовалось дока- 
зать (31). 


Предложение 30 


Находящиеся на том же самом основании паралле- 
лепипедальные тела под той же самой высотой, восстав- 
ленные рёбра» которых не находятся на тех же самых 
прямых, будут равны друг 
другу. 

Пусть на том же самом 
основании АВ будут парал- 
лелепипедальные тела СМ, 
СМ№ под той же самой вы- 
сотой, восставленные «рёбра» 
которых АГ, АН, ЁМ, ЕМ, 
Ср, СЕ, ВО, ВК, не бу- 
дут на тех же самых пря- 
мых; я утверждаю, что тело 
СМ будет равно телу СМ 
(черт. 33). 

Черт. 33. Действительно,  продол- 

жим МА, ДО, и пусть они 

встретятся друг с другом в Ю, ещё продолжим /М, НЕ 
до О иР, и соединим АХ, [О, СР, ВЮ. Вот тело СМ, у 
которого основание — параллелограмм АСВЕ, противополож- 
ная же <грань> /С/М, будет равно телу СО, у которого 
основание параллелограмм АСВУГ., противоположная же 
«грань> ХРЮО; ибо они находятся на том же самом осно- 
вании АСВЁ и под той же самой высотой и у них восстав- 
ленные <рёбра> А[, АХ, ГМ, (0, СО, СР, ВО, ВК 
находятся на тех же самых прямых /О, ОЮ (предложе- 
ние 29). Но тело СО, у которого основание — паралле- 
лограмм АСВЕ, противоположная же <грань> ХРЮО, бу- 
дег равно телу СМ№, у которого основание — параллелограмм 
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АСВЕГ, противоположная же ‹грань> НЕКМ; ибо они 
опять на том же самом основании АСВЁ п под той же 
самой высотой, и у них восставленные <рёбра> АН, АХ, 
СЕ, СР, ШУ; ГО, ВК, ВЮ находятся на тех же самых 
прямых НР, М№Ю. Таким образом, и тело СМ будет равно 
телу СМ. 

Итак, находящиеся на том же самом основании парал- 
лелепипедальные тела под той же самой высотой, восстав- 
ленные <рёбра>» которых не находятся на тех же самых 
прямых, будут равны друг другу, что и требовалось до- 
казать. 


Предложение 31 


Находящиеся на равных основаниях параллелепциие- 
дальные тела под той же самой высотой будут равны 
друг другу. 

Пусть на равных основа- 
ниях АВ, СО будут парал- 
лелепипедальные тела АЕ, 
СЕР под той же самой вы- 
сотой. Я утверждаю, что те- 
ло АЕ будет равно телу СА 
{черт. 34). 

Вот пусть сначаяа будут 
восставленные <рёбра» СК, 
ВЕ, АН, ГМ, ОР, ПЕ, СО 
Ю5 под прямыми «углами» 
к основаниям АВ, СО; про- 
должим по прямой СЮ пря- @ 
мую АТ и составим при пря- 
мой ЮТ и точке на ней Ю 


равный углу АРБ «угол» и! 
ТЮУ (предложение 23 кни- 

ги [), отложим АТ равной АЛ, А р 

ЮУ же равной» [Ви ло- Черт. 34. 


полним как основание ЮХ, 
так и тело ПУ. И поскольку две ТА, КУ равны двум АД, 
[В и заключают равные углы, то, значит, параллелограмм 
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ЮХ будет равен и подобен параллелограмму СЁ (пред- 
ложение 14 книги У]. И опять, поскольку АЁ равна ЮТ, 
ГМ же — Ю5 и они заключают прямые углы, то, значит, 
параллелограмм ЮО будет равен и подобен параллело- 
грамму АМ. На основании того же вот и <параллело- 
грамм» ЛЕ будет равен и подобен параллелограмму 57; 
значит, три параллелограмма тела АЕ будут равны и по- 
добны трём параллелограммам тела (У. Но одни из этих 
трёх равны и подобны трём противоположным и другие 
три — трём противоположным; значит, всё параллелепипедаль- 
ное тело АЕ будет равно всему параллелепипедальному 
телу (У (определение 10). Продолжим ОЮ, ХУ, и пусть 
они встретятся друг с другом в (, через Т параллельно 
О проведём аГб, продолжим ОД до а и дополним тела 
ГО, ЮГ. Вот тело ИР, у которого основание — параллело- 
грамм ЮРИ, противоположная же <грань> Сс, будет равно 
телу ОТ, у которого основание — параллелограмм ЮО, 
противоположная же <грань> УИ; ибо они находятся на 
том же самом основании РИ под той же самой высотой, 
ий у них восставленные <рёбра> Юй, ВУ, ТЬ, ГА, $е, $а, 
(Ос, ПУ находятся на тех же самых прямых (Х, е\ (пред- 
ложение 29). Но тело (УТ равно АЕ; значит, и тело (7 
будет равно телу АЕ. И поскольку параллелограмм КУХТ 
равен параллелограмму 2Т (ибо они на том же самом осно- 
вании АТ и в тех же самых параллелях АГ, (Х) (предло- 
жение 30 книги [), но ЮУХТ равен СД, поскольку и АВ, 
то, значит, параллелограмм 2Т будет равен параллело- 
грамму СО. «Имеется» же и другой <параллелограмм» ОТ; 
значит, будет, что как основание СО к ОГ, таки СТ 
к ОТ (предложение 7 книги У). И поскольку пПаралле- 
лепипедальное тело С/ рассечено плоскостью АР, являю- 
щейся параллельной противоположным плоскостям, то бу- 
дет, что как основание СД к основанию ДОГ, так и 
тело СР к телу ЮГ (предложение 25). На основании того 
же вот, поскольку параллелепипедальное тело // рассе- 
чено плоскостью ЮИ, являющейся параллельной противо- 
положным плоскостям, То будет, что как основание 7Т 
к основанию ТО, так и тело СИ к ЮГ. Но как основание 
СО к ОТ, так и Тк ОТ; и значит, как тело СЁ к телу 
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ЮГ, так и тело ХО к ЮГ. Значит, каждое из тел СР, 
ГО имеет к АГ то же самое отношение; значит, тело 
СЕ будет равно телу ДИ (предложение 9 книги У). 
Но СИ, как доказано, равно АЕ; значит, и АБ равно. 
будет СР. 

Но вот пусть не будут восставленные <рёбра> АН, СК, 
ВЕ, [М, СМ, ОР, ПЕР, Ю5$ под прямыми «углами» к 
основаниям АВ, СО; я опять утверждаю, что тело АБ 
будет равно телу СР (черт. 395). Действительно, из точек 
К Е, Н, М, РФР, Ё[, М, 5 проведём к расположенной 
внизу плоскости перпендикуляры КО, ЕТ, НУ, МИ, РХ, 


Черт. 35. 


РИ, МР, $1, и пусть они встретятся с плоскостью в точ- 
ках С, Г, У, №, &, (0, 2, Г, и соединим ОТ, СУ, УИ, ТИ, 
ХИ, ХЕ, 21, ТО. Вот тело КУ равно телу РГ (ибо они 
находятся на равных основаниях КМ, РЭ и под той же 
самой высотой и у них восставленные «рёбра» под прямыми 
«углами» к основаниям). Но тело КУ равно телу АБ, Р 
же — СА, ибо они на одном и том же основании и ПОД 
той же самой высотой, и у них восставленные ‹рёбра» не 
находятся на тех же самых прямых (предложение 30). И 
значит, тело АЕ будет равно телу СР. 

Итак, находящиеся на равных основаниях параллелепи- 
педальные тела под той же самой высотой будут равны 
друг другу, что и требовалось доказать. 
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Предложение 32 


Находящиеся под той же самой высотой параллеле- 
пипедальные тела будут <относиться> друг к другу как 
основания. 

Пусть будут под той же самой высотой параллелепине- 
дальные тела АВ, СО; я утверждаю, что параллелепипе- 
дальные тела АВ, СО будут друг к другу как основания, 
то-есть, что будет — как основание АЁ к основанию СГ, 
так и тело АВ к телу СО (черт. 36). 


7) 


й Я в 


Черт. 36. 


Действительно, к /Н приложим «параллелограмм» /С, 
равный АЕ (предложение 45 книги [} и на основании /С 
„с высотой той же самой, что и у СДО, дополним параллелепи- 
педальное тело НК. Вот тело АВ равно телу НК, ибо они 
находятся на равных основаниях АЁ, [С и под той же 
‹амой высотой (предложение 31). И поскольку параллеле- 
пипедальное тело СК рассечено плоскостью ДОН, являю- 
щейся параллельной противоположным плоскостям, то, зна- 
чит, будет, что как основание С/. к основанию /@, так и 
тело СО к телу ОС (предложение 25). Основание же /С 
равно основанию АЁ, а тело НК — телу АВ; значит, бу- 
дет, что и как основание АЁ к основанию С], так в тело 
АБ к телу СО. 

Итак, находящиеся под той же самой высотой паралле- 
‚лепипедальные тела будут <относиться» друг к другу, 
хак основания, что требовалось доказать (32). 
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Предложение 33 


Подобные параллелепипедальные тела будут друг к 
другу в тройном отношении *) соответственных сторон. 

Пусть будут подобные параллелепипедальные тела АВ, 
СО; и пусть <сторона> АЕ соответствует СГ; я утверждаю, 
что тело АВ имеет к телу СО тройное отношение АЕ к 
СТ (черт. 37). 

Действительно, поодолжим по прямым АБ, НЕ, СВ 
«стороны» ЕК, ЕЁ, ЕМ, отложим ЕК равной СТ, ЕЁ. же — 
У и ешё ЕМ — равной» ГЮ, 
и дополним гараллелограмм АА, 
и тело КО. 

И поскольку две КЕ, ЕЁ 
равны двум СТ, /М№, а также и 
угол АКЕЁР равен углу С/М№, 
поскольку же и <угол> АЕН 
равен С/М\ вследствие подобия 
тел АВ, СО, то, значит, парал- 
лелограмм АСД будет равен 
[и подобен] параллелограмму 
СМ. На основании того же 
вот и параллелограмм КМ бу- 
дет равен и подобен [параллелограмму] СЮ и ещё ЕО 
«равен и подобен ДГ; значит, три параллелограмма 
тела КО будут равны и подобны трём параллелограммам 
тела СДО. Но эти три равны и подобны трём противопо- 
ложным, другие же три равны и подобны трём противопо- 
ложным (предложение 24); значит, всё тело КО будет 
равно и подобно телу СО. Дополним параллелограмм НК 
и на основаниях— параллелограммах НА, КЁ, с высотой же 
той же самой, что у АВ, дополним тела ЕФ@, ЕР. И по- 
скольку вследствие подобия тел АВ, СР будет, что как 
АЕ к С! так и ЕН к /№, и ЕС к Ю, а С! равно ЕК, 
М же ЕЁ, 1Ю же: ЕМ, то значит, будет, как АЕ к ЕК, 
так и НЕ к ЕЁ и ОЕ к ЕМ. Но как АЕ к ЕК, так и 


*) Е тоидасюж )01ф — в тройном отношении; как всегда у 
Евклида, надо понимать «в повторённом три раза множителем 
отношении». 


4 Евклид. т. ПИ] 
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[параллелограмм| АН к параллелограмму НК, как же НЕ 
к ЕЁ, так и <параллелограмм» НК к КГ, как же СЕ к 
ЕМ, так и <параллелограмм» РЕ к КМ (предложение 1 
книги \[); и значит, как параллелограмм АН к НК, так и 
НК к КЕ и РЕк КМ. Но как АН к НК, так и тело АВ 
к телу ЕО, как же НК к КГ, так и тело ОЕ к телу РЕ, 
как же РЕ к КМ, так и тело РЁ к телу КО (предложе- 
ние 32); и значит, как тело АВ к ЕО, таки ЕО к РГи 
РГ к КО. Если же четыре величины будут в непрерывной 
пропорции, то первая к четвёртой имеет отношение трой- 
ное, чем ко второй (определение 10 книги \У); значит, 
тело АВ к КО имеет тройное отношение АВ к ЕО. Но 
как АВ к ЕО, так и параллелограмм АН к НК и прямая 
АЕ к ЕК; так что и тело АВ имеет к КО тройное отно- 
шение АЕ к ЕК. Тело же КО равно телу СО, прямая же 
ЕК <равна» СГ; и значит, тело АВ имеет к телу СБ 
тройное отношение соответственной своей стороны АЕ к 
соответственной стороне СГ. 

Значит, подобные параллелепипедальные тела будут в 
тройном отношении соответственных сторон, что и требо- 
валось доказать. 


Следствие *) 


Из этого вот ясно, что если четыре прямые пропорцио- 
нальны, то будет, что как первая к четвёртой, так и па- 
раллелепипедальное тело на первой и к подобному и подобно 
построенному на второй, поскольку и первая будет иметь 
к четвёртой тройное отношение, чем ко второй. 


Предложение 34 


У равных параллелепипедальных тел основания о06- 
ратно пропорциональны высотам; и у каких параллеле- 
пипедальных тел основания обратно пропорциональны 
высотам, те будут равны. 


“) Гейберг замечает, что можно с полным правом сомне- 
ваться в принадлежности этого следствия Евклиду. 
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Пусть будут равные параллелепипедальные тела АВ, 
СО; я утверждаю, что у параллелепипедальных тел АВ, 
СР основания обратно пропорциональны *) высотам, и бу- 
дет, что как основание ЕС к основанию М№Р, так и высота 
тела СДО к высоте тела АВ. 

Действительно, пусть сначала восставленные ‹рёбра» 
АН, ЕТ, ЕВ, СК, СМ, №, ОБ, РЮ будут под прямыми 
<углами> к их основаниям; я утверждаю, что будет как 
основание ЕС к основанию МР, так и СМк АН {черт. 38). 

Если теперь основание ЕС 
равно основанию МР, а также 
н тело АВ равно телу СО, 
тои СМ будет равна АН. 
Действительно, находящиеся 
под той же самой высотой 
параллелепипедальные тела 
будут <относиться> друг к 
другу как основания (прел- 
ложение 32) [ибо если бы Черт. 38. 
при равных основаниях ЕС, 
№Р высоты АН, СМ не были бы равны, то значит, и тело 
АВ не было бы равным СО. Оно же предполагается равным; 
значит, не будет высота СМ неравной высоте АН; значит, 
она будет равна]. И будет, что как основание ЕС к МР, так 
и СМ к АН, и ясно, что у параллелепипедальных тел АВ, 
СР основания обратно пропорциональны высотам. 

Пусть вот не будет основание ЕС равно основанию МР, 
но пусть ЕС будет больше. Тело же АВ равно телу СО; 
значит, и <‹высота» СМ будет больше АН [ибо если не 
так, то опять, значит, и тела АВ, СО не будут равными; 
они же предполагаются равными]. Отложим теперь СТ 
равной АН, и на основании МР с высотой СТ дополним 
параллелепипедальное тело ЕС. И поскольку тело АВ 
равно телу СО, кроме того же «есть тело» СЁ, равные 
же к одному и тому же имеют то же самое отношение 
(предложение 7 книги У), то, значит, будет, что как тело 


*) дуикекоуд ас, —то же самое выражение, что и в опреде- 
лениях книги \У[, но только уже с вполне ясно выраженным 
характером обратной пропорциональности. 


4* 
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АВ к телу СЁ, так и тело СО к телу СР. Но как тело 
АВ к телу СР, так и основание ЕС к основанию МР 
(предложение 32), ибо тела АВ, СР равновысотны; как же 
тело СО к телу СЁ, так и основание МР к основанию 
ГР (предложение 25) и «линиях СМ к СТ (предложение 1 
книги \[); и значит, как основание ЕС к основанию МР, 
таки МС к СТ. Но СТ равна АН; значит, и как основа- 
ние ЕС к основанию М№Р, так и МС к АН. Значит, у па- 
раллелепипедальных тел АВ, СР основания обратно про- 
порциональны высотам. 

Затем пусть вот у параллелепипедальных тел АВ, СО 
основания будут обратно пропорциональны высотам, и пусть 
будет, что как основание ЕС к основанию МР, так и вы- 
сота тела СО к высоте тела АВ; я утверждаю, что тело 
АВ будет равно телу СО. 

[Действительно], пусть опять восставленные «рёбра» бу- 
дут под прямыми «углами» к основаниям. И если основа- 
ние ЕС равно основанию МР, и будет, что как основание 
ЕС к основанию М№Р, так и высота тела СДО к высоте тела АВ, 
то, значит, и высота тела СО будет равна высоте тела АВ. 
Находящиеся же на равных основаниях параллелепипедаль- 
ные тела под той же самой высотой будут равны друг другу 
(предложение 31); значит, тело АВ равно будет телу СО. 

Вот пусть основание ЕС не будет равно [основанию] МР, 
но пусть ЕС будет больше; значит, и высота тела СО бу- 
дет больше высоты тела АВ, то-есть СМ «больше» АН. 
Опять отложим СТ равной АН и подобным же образом до- 
полним тело СЕ. Поскольку будет, что как основание ЕС 
к основанию №Р, так и МС к АН, АН же равна СТ, 
то, значит, будет, что как основание ЕС к основанию МР, так 
и СМ к СТ. Но как [основание] ЕС к основанию МР, так 
и тело АВ к телу СЁ (предложение 32), ибо тела АВ, СЕ 
равновысотны; как же СМ к СТ, так и основание МР к ос- 
нованию РТ (предложение | книги УП) и тело СО к телу 
СЕ (предложение 25). И значит, как тело АВ к телу СЁ, 
так и тело СО к телу СР; значит, каждое из АВ, СО имеет 
к СР то же са`лое отношение. Значит, тело АВ будет равно 
телу СР (предложение 9 книги У), [что и требовалось 
доказать]. 
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Пусть вот не будут восставленные ‹рёбра> 1, ВЕ, 
НА, СК, ОМ, ОО, МС, ЮР под прямыми ‹углами>» к их 
основаниям; проведём из точек /, Н, В, К, 0, М, р, ВЮ 
перпендикуляры на плоскости, «проходящие» через ЕС, 
МР, и пусть они встретятся с плоскостями в точках $5, Т, 
И, У, Х, У, 2, ЁБ, и дополним тела ГУ, 97; я утверждаю, 
что и так при равенстве тел АВ, СР основания обратно 
пропорциональны высотам, и будет, что как основание ЕС 
к основанию М№Р, так и высота 
тела СШ к высоте тела АВ 
(черт. 39). 

Поскольку тело АВ равно 
телу СО, но АВ равно ВТ 
(предложения 29, 30) (ибо они 
на том же самом основании /К 
и под той же высотой [и у них 
восставленные <рёбра» не нахо- 
дятся на тех же самых прямых], 
тело же СДО равно ОЙ (ибо 
опять они на том же самом 
основании ЮО и под той же 
самой высотой [и у них восста- 
вленные <рёбра» не находятся 
на тех же самых прямых]), то, 
значит, и тело ВТ равно будет 
телу 27; [у равных же парал- 
лелепипедальных тел, у которых высоты*) под прямыми <угла- 
ми> к их основаниям, основания обратно пропорциональны 
высотам]. Значит, будет, что как основание /К к основа- 
нию @Ю, так и высота тела ОЙ к высоте тела ВТ. Но 
основание /К равно основанию ЕС, основание же ОР — осно- 
ванию МР. Значит, будет, что как основание ЕС к основа- 
нию МР, так и высота тела ДИ к высоте тела ВТ. Но у 
тел 727, ВТ и <также» ОС, ВА будут те же самые высоты; 
значит, будет, что как основание ЕС к основанию МР, 


*) В подлиннике за 5фл — высоты; читай — «восставленные 
«рёбра». Вся поставленная в скобках фраза внушает подозрение 
в своей подлинности. 


54 ПАЧАЛА ЕВКЛИДА 


так и высота тела ОС к высоте АВ. Значит, у параллеле- 
пипедальных тел АВ, СР основания обратно пропорцио- 
нальны высотам. 

Опять вот пусть у параллелепипедальных тел АВ, СО 
основания будут обратно пропорциональны высотам, и пусть 
будет как основание ЕС к основанию М№Р, так и высота 
тела СО к высоте тела АВ; я утверждаю, что тело АВ бу- 
дет равно телу СО. 

Действительно, при тех же самых построениях, поскольку 
будет, что как основание ЕС к основанию МР, так и вы- 
сота тела СО к высоте тела АВ, основание же ЕС равно 
основанию /К, МР же — ОЮ, то, значит, будет, что как ос- 
нование /К к основанию ОЮ, так и высота тела СДО к вы- 
соте тела АВ. У тел же АВ, СР и <соответственно» ВТ, 
О27 те же самые высоты; значит, будет, что как основание 
ГК к основанию ОЮ, так и высота тела ДИ к высоте тела ВТ. 
Значит, у параллелепипедальных тел ВТ, О основания 
обратно пропорциональны высотам; [у каких же параллеле- 
пипедальных тел высоты *) под прямыми <углами» к их ос- 
нованиям, основания же обратно пропорциональны высотам, 
те <тела> будут равны]; значит, тело ВТ будет равно 
телу 07. Но ВТ равно ВА (предложения 29, 30), ибо они 
[находятся] на том же самом основании /К и под той же 
высотой [и у них восставленные <рёбра» не находятся на 
тех же самых прямых|. Тело же ОИ равно телу ОС [ибо 
они опять находятся на том же самом основании ОР и под 
той же высотой и не на тех же самых прямых]. И значит, 
тело АВ будет равно телу СПО, что и требовалось дока- 
зать (33, 84, 35). 


Предложение 35 


Если будут два равных плоских угла, через их вер- 
шины будут восставлены подымающиеся вверх прямые, 
образующие равные — каждый каждому — углы с перво- 
начальными прямыми, на подымающихся вверх «прямых» 


*) Опять читай — «восставленные <рёбра»» (см. предыдущую 
сноску). 


КНИГА ОДИННАДЦАТАЯ 55 


взяты произвольные точки, из них проведены перпендц- 
куляры к плоскостям, на которых находятся первона- 
чальные узлы, и из полученных на плоскостях точек 
к «вершинам» первоначальных углов будут проведены со- 
единяющие прямые, то они будут заключать равные углы 
с подымающимися вверх «прямыми». 

Пусть будут два равных прямолинейных угла ВАС, ЕР, 
из точек А, ДО) будут восставлены подымающиеся вверх пря- 
мые АН, ОМ, образующие равные — каждый каждому — 


Черт. 40. 


углы с первоначальными прямыми, именно МОЕ, <равный» 
НАВ, МОТ же — НАС; взяты на АН, ОМ произвольные 
точки Н, М, из точек Н, М проведены перпендикуля- 
ры НЕЁ, ММ к плоскостям через ВАС, ЕШГ и пусть они 
встретятся с плоскостями в №, [; соединим РА, №0; 
я утверждаю, что угол НАЁ будет равен углу МОМ 
(черт. 40). 

Отложим АС равной ОМ и через точку С параллельно 
НЕ проведём СК. Но НЕ перпендикулярна к плоскости, 
«проходящей» через ВАС; значит, п СК будет перпендику- 
лярна к плоскости через ВАС (предложение 8). Проведём 
из точек А, № к прямым АВ, АС, ОТ, ОЕ перпендикуляры 
КС, МТ, КВ, МЕ и соединим СС, СВ, МЬ ГЕ. Поскольку 
квадрат на ФА равен квадратам на СК, КА, квадрату же 
на АА равны квадраты на КС, СА (предложение 47 книги ]), 
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то, значит, и квадрат на СА будет равен квадратам на СК, 
КС, СА. Квадратам же на СК, КС равен квадрат на СС; 
значит, квадрат на СА будет равен квадратам на СС, СА. 
Значит, угол ОСА прямой (предложение 48 книги ]). На 
основании того же вот и угол ОД/М будет прямым. Значит, 
угол АСС будет равен углу ОМ. Также и угол САС ра- 
вен углу МОГ. Вот будут два треугольника МОГ, САС, 
имеющие два угла, равные двум углам —— каждый каждому, 
и одну сторону, равную одной стороне, т.е. СА, стягиваю- 
щую один из равных углов, «равную» МО; значит, и осталь- 
ные стороны они будут иметь равными — каждая каждой — 
остальным сторонам (предложение 26 книги Г). Значит, АС 
будет равна Г. 

Подобным же вот образом докажем, что и АВ равна ОЕ. 
[(Доказывается> так: соединим ДВ, МЕ. И поскольку квад- 
рат на АС равен квадратам на АК, КО, квадрату же на 
АК равны квадраты на АВ, ВК, то, значит, квадраты на 
АВ, ВК, КО равны будут квадрату на АС. Но квадратам 
на ВК, КО равен квадрат на ВО; угол же СКВ прямой 
вследствие того, что и СК — перпендикуляр к расположен- 
ной внизу плоскости; значит, квадрат на АС будет равен 
квадратам на АВ, ВС; значит, угол АВ будет прямым. 
На основании вот того же и угол ДЕМ будет прямым. 
Также и угол ВАС равен углу ЕОМ (ибо так предпола- 
гается), и АС равна Д/И; значит, и АВ равна ОЕ]*). По- 
скольку теперь АС равна ОГ, АВ же—ДЕ, то вот две СА, 
АВ равны двум ГО, ОЕ. Но и угол САВ равен углу /ОЁ; 
значит, и основание ВС будет равно основанию ЕЛ, и тре- 
угольник треугольнику и остальные углы остальным углам 
(предложение 4 книги [); значит, угол АСВ равен ОГЁЕ. 
Также и прямой угол АСК равен прямому углу В/У; зна- 
чит, и остающийся угол ВСК будет равен остающемуся 
углу Е/А№. На основании того же вот и угол СВК будет 


*) Всё, стоящее в квадратных скобках, бесполезно и для Ев- 
клида не харакгерно, почему Симсон, Август и Гейберг в выс- 
шей степени правильно приписали это интерполятору, с чем 
чельзя не согласиться. В латинском переводе Кампана (ХИ век) 
эго место отсутствует (Гейберг). 
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равен углу /ЕМ№. Вот будут два треугольника ВСК, ЕМУ, 
имеющие два угла, равные двум углам — каждый каждому, 
и одну сторону, равную одной стороне, <именно лежащую» 
при равных углах ВС, «равную» ЕГ; значит, и остальные 
`° стороны они будут иметь равными остальным сторонам (пред- 
ложение 26 книги 1). Значит, СК будет равна /М. Также 
и АС равна ОГ; вот две АС, СК равны двум ОГ, МХ; 
и они заключают прямые углы. Значит, и основание АК 
будет равно основанию ОМ. И поскольку АЦ равна ОМ, 
то и квадрат на АС равен квадрату на ОМ. Но квадрату 
на АС равны квадраты на АК, КО (ибо угол АК прямой); 
квадрату же на О/М равны квадраты на ОМ, ММ (ибо- 
угол ДММ прямой) (предложение 47 книги [); значит, квад- 
раты на АК, КС равны квадратам на 0М№, ММ, из кото- 
рых квадрат на АК равен квадрату на 2)М№; значит, остаю- 
щийся квадрат на КО будет равен квадрату на М/И; значит, 
СК равна ММ. И поскольку две СА, АК равны двум МО, 
ОМ — каждая каждой, и основание СА’, как доказано, равно- 
основанию /МИМ, то, значит, угол ОАК будет равен углу 
МОМ (предложение 8 книги ]). 

Итак, если будут два равных плоских угла и так далее, 
что в предложении [что и требовалось доказать] *). 


Следствие 


Из этого вот ясно; что если будут два равных плоских 
угла и к ним будут восставлены подымающиеся вверх рав- 
ные прямые, заключающие равные — каждый каждому — углы 
с первоначальными прямыми, то проведённые из них к пло- 
скостям, в которых находятся первоначальные углы, пер- 
пендикуляры будут равны друг другу, что и требовалось- 
доказать. 


*) Интересно отметить, что Евклид здесь, как иногда и в дру- 
гих случаях (например, при доказательстве предложений 8 и $. 
книги П), не пользуется теоремой о равенстве прямоугольных 
треугольников по гипотенузе и катету, а применяет теорему Пи- 
фагора. Вопрос, почему он так делает, представляет значитель- 
ный интерес. 
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Предложение 36 


Если будут три пропорциональные прямые, то <со- 
ставленное> из трёх параллелепипедальное тело будет 
равно равностороннему параллелепипедальному телу на 
средней, равноугольному с вышеупомянутым. 

Пусть будут три пропорциональные прямые А, ВБ, С — 
как Ак В, так и Вк С; я утверждаю, что <составленное» 
из 4, В, С тело будет равно равностороннему телу на В, 
равноугольному с вышеупомянутым (черт 41). 


Черт. 41. 


Построим телесный угол, что при Е, заключающийся 
между углами ДЕН, НЕТ, ГЕО, отложим ОБ, НЕ, ЕТ рав- 
ными каждая В и дополним параллелепипедальное тело ЕК; 
«положим затем» 2/М равной А и составим при прямой 2М 
и на её точке Ё телесный угол, равный телесному углу 
при Е, заключённый между МО, ОЁМ, МЕМ (предложе- 
ние 93, также предложение 21), и отложим [О равной В, 
[М же равной С. И поскольку будет, что как А к В, так 
и Вк С, и А равна [ГМ, В же — каждой из О, ЕР, а С 
«равна» [№ то, значит, будет, что как [ГМ к ЕГ, так 
и ДЕ к ГМ. И при равных углах МЕМ, ДЕТ стороны об- 
ратно пропорциональны; значит, параллелограмм ММ будет 
равен параллелограмму ДО/ (предложение 14 книги У]. И 
поскольку будут два равных плоских прямолинейных угла 
ДЕТ, МЁЕМ, и к ним восставлены подымающиеся вверх пря- 
мые 20, ЕН, равные друг другу и заключающие равные — 
каждый каждому — углы с первоначальными прямыми, то, 
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значит, проведённые из точек Н, © к плоскостям МЕМ, РЕТ 
перпендикуляры будут равны друг другу (предложение 35, 
следствие); так что тела Га, ЕК будут под той же самой 
высотой. Находящиеся же на равных основаниях параллеле- 
пипедальные тела под той же самой высотой будут равны 
друг другу (предложение 31); значит, тело @Ё будет равно 
телу ЕК. И ГО есть тело из трёх «прямых» А, В, С, 
а ЕК тело на В; значит, «составленное» из А, В, С па- 
раллелепипедальное тело будет равно равностороннему телу. 
на В, равноугольному с вышеупомянутым, что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 37 


Если будут четыре пропорциональные прямые, то и 
подобны? и подобно построенные на них параллелепипе- 
Эальные тела будут пропорциональны: и если подобные и 


К 1 
А В 
М 
ЕР 1 
И & 
Черт. 42. 


подобно построенные на них параллелепипедальные тела 
пропорциональны, то и самые эти прямые будут про- 
порциональны. 

Пусть будут четыре пропорциональные прямые АВ, СО, 
ЕТ, НО — как АВк СО, таки ЕГк НО, и построим на АВ, 
Ср, ЕТ, НС подобные и подобно расположенные паралле- 
лепипедальные тела КА, ГС, МЕ, МН; я утверждаю, что бу- 
дет — как КА к СС, так и МЕ к МН (черт. 42). 

Действительно, поскольку параллелепипедальное тело КА 
подобно ГС, то, значит, КА имеет к СС тройное отношение 
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АВ к СО (предложение 33). На основании того же вот 
и МЕ имеет к МН тройное отношение ЕГк НС. И как АВ 
к СДО, таки ЕТ к НО. И значит, как «тело» АК к ГС, 
так и МЕ к МН. 

Но вот пусть будет, что как тело АК к телу ГС, так 
и тео МЕ к МН; я утверждаю, что будет как прямая 
АВ к СО, так и Е/ к НО. 

Действительно, поскольку опять «тело КА имеет 
к [С тройное отношение АВ к СО (предложение 33), также 
и МЕ имеет к МН тройное отношение ВГ к НО, и как 
КА к ГС, так и МЕ к МН, то, значит, и как АВ к СО, 
так и Е/ к НО. 

Итак, если будут четыре пропорциональные прямые и 
так далее, что в предложении, что и требовалось дока- 
зать (36). 


Предложение 38 


Если у противоположных плоскостей куба стороны 
будут разделены пополам, через сечения же проведены 
плоскости, то линия общего сечения плоскостей и дца- 
метр куба разделят друг друга пополам. 

Пусть у противоположных плоскостей С], АС куба А! 
стороны будут разделены пополам в точках К, С, М, М, О, 
Р, О, Ю, через сечения же проведены плоскости АМ, ОЮ, 
общее же сечение этих плоскостей будет (5, диагональ *) 
же куба ОН. Я утверждаю, что ОТ будет равна ТФ, 
ОТ же — ТН (черт. 43). | 

Действительно, соединим ДО, ОЕ, В$, $Н. И поскольку 
ОО параллельна ОЕ, то накрест лежащие углы ДОЦ0, 
ООЕ равны друг другу (предложение 39 книги 1). И по- 
скотьку ОО равна ОЕ, ОИ же — 00, и они заключают 
равные углы, то, значит, основание ДО равно (Е и тре- 
угольник ООФИ равен треугольнику ООЕЁ, и остальные углы 
равны остальным углам (предложение 4 книги 1); значит, 
угол ФИД будет равен углу ОЦЕ. Вот на основании этого 
ООЕ будет прямой (предложение 14 книги 1). На том же 
вот основании и ВН будет прямой и В$ равна $Н. И по- 


— 


*) В подлиннике бихуфуов. 


КНИГА ОДИННАДЦАТАЯ 61 


скольку СА равна и параллельна ОВ, но СА также равна 
и параллельна ЕН, то, значит, ОВ будет равна и па- 
раллельна ЕН (предложение 9). И их соединяют прямые 
РЕ, ВН; значит, ОЕ будет параллельна ВН (предложе- 
ние 33 книги Г). Значит, угол ЕДТ будет равен углу 
ВНТ (ибо они накрест ле- 
жащие) (предложение 29 кни- 
ги , угол же ОТИ — углу 
НТУ (предложение 15 кни- 
ги |). Вот будут два тре- 
угольника ОТО, НТФЗ, име- 
ющие два угла, равные двум 
углам, и одну сторону, стя- 
гивающую один из равных 
углов, равную одной сторо- 
не, <именно> ДИ ‹равную>» 
Н$ (ибо они суть половины 
РЕ, ВН); значит, и осталь- 
ные стороны они будут иметь 
равными остальным  сторо- 
нам (предложение 26 кни- 
ги 1. Значит, ОТ будет равна ТН, ИТ же — Т©5. 

Итак, если у противоположных плоскостей куба стороны 
будут разделены пополам, через сечения же проведены 
плоскости, то общее сечение плоскостей и диаметр куба 
разделят друг друга пополам, что и требовалось доказать 
(37, 38, 39). 


Черт. 43. 


Предложение 39 


Если будут две равновысотные призмы, и одна имеет 
основанием параллелограмм, другая же — треугольник, 
параллелограмм же будет вдвое больше треугольника, 
то эти призмы будут равными. 

Пусть будут две равновысотные призмы АВСРЁЕГ, 
НОКЕММ, и пусть одна имеет основанием параллелограмм 
АГ, другая же треугольник НОК, и пусть параллелограмм 
АГ будет вдвое больше треугольника НОК; я утверждаю, 
что призма АВСОЕ! будет равна призме НОКЕММ 


(черт. 44). 
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Действительно, дополним тела АО, НО. Поскольку па- 
раллелограмм А/ вдвое больше треугольника НСОК, также 
и параллелограмм СК вдвое больше треугольника НОК, 
(предложение 34 книги 1), то, значит, параллелограмм АГ 
будет равен параллелограмму СК. Находящиеся же на рав- 
ных основаниях параллелепипедальные тела пол той же са- 


м 0 
7. р 
№ 
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д | 
СХ 
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Черт. 44. 


мой высотой будут равны друг другу (предложение 31); 
значит, тело АО будет равно телу НО. И половиной тела 
АО будет призма АВСРЕГ, половиной же тела НО — призма 
НОКЕММ (предложение 28); значит, призма АВСОЕГ бу- 
дет равна призме НОКЕММ. 

Итак, если будут две равновысотные призмы и одна 
имеет основанием параллелограмм, другая же — треугольник, 
параллелограмм же будет вдвое болыше треугольника, то 
эти призмы будут равны, что и требовалось доказать. 


—®— 
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Поедложение 1 


В кругах подобные „многоугольники будут ‹отно- 
ситься>» друг к другу, как квадраты на диаметрах. 
Пусть будут круги АВС, 1НО, и в них подобные много- 
угольники АВСОЕ, ГНОКЕ, диаметры же кругов пусть бу- 


А 
1 


Черт. 1. 


лут ВМ, НМ; я утверждаю, что будет как квадрат на ВМ 
к квадрату на НМ№, так и многоугольник АВСОЕ к много- 
угольнику /НОСКГ. (черт. 1). 

Действительно, соединим ВЕ, АМ, НЕ, 1№. И поскольку 
многоугольник АВСШОЕ подобен многоугольнику 1/НОКГ, 
то и угол ВАЕ равен углу НШ, и будет, что как ВАк АЕБ, 
так и НГ к ПШ. (определение 1 книги УП. Вот будут два 
треугольника ВАЕ, НИ, имеющие один угол равным од- 
ному углу, «именно» ВАЕ ‹равным» НШ, при равных же 
углах стороны пропорциональными; значит, треугольник АВЕ 
будет равноуголен с треугольником /НЁ (предложение 6 
книги \1). Значит, угол АЕВ будет равен /ЁН. Но <угол» 
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ЛЕВ равен АМВ (ибо они стоят на том же самом обводе) 
‘(предложение 27 книги Ш), <угол> же ГЁН — <углу> /МН; 
п, значит, <угол> АМВ равен /УН. Также и прямой <угол» 
ВАМ равен прямому НИМ (предложение 31 книги Ш); зна- 
‘чит, и оставшийся <угол> будет равен оставшемуся. Зна- 
чит, треугольник АВМ будет равноуголен треугольнику /НМ. 
Значит, будет пропорция как ВМ к НМ, таки ВАК Н! 
(предложение 4 книги \]). Но отношение ВМ к НМ, <взя- 
тое> вдвойне, будет <отношением» квадрата на ВМ к квал- 
рату на НМ№, «отношение» же ВА к НГ, «взятое» вдвойне, 
будет <отношением» многоугольника АВСРЕ к многоуголь- 
нику /НЛОКЁ (предложение 20 книги \]); и значит, как 
квадрат на ВМ к квадрату на НМ, так и многоугольник 
АВСРЕ к многоугольнику Г/НОКЕ. 

Итак, в кругах подобные многоугольники будут друг 
к другу, как квадраты на диаметрах, что и требовалось 
„доказать. 


Прэдложение 2 


Круги будут друг к другу как квадраты на диа- 
‚метрах. 


Черт. 2. 


Пусть будут круги АВСО, ЕГНО, диаметры же их 
[пусть будут] ВО, 10; я утверждаю, что будет как круг 
АВСО к кругу ЕГНО, так и квадрат на ВО к квадрату 
ча /С (черт. 2). 
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Действительно, если не. будет, что как круг АВС 
к Е/НО, так и квадрат на ВЛ к квадрату на /С, то будет, 
что как квадрат на ВД к квадрату на /@, так и круг АВС 
или к меньшей круга Е/О площади, или к большей. 
Пусть сперва будет к меньшей Т*). И в круг Е7ТНО вии- 
шем квадрат Е/Ё 3; вот вписанный квадрат будет больше, 
чем половина круга Е/НО@, поскольку ведь если мы прове- 
дём через точки Ё, Г, Н, С касательные к кругу [прямые], 
то половиной описанного около круга квадрата будет квад- 
рат Е/НО **), круг же будет меньше описываемого квад- 
рата, так что вписанный квадрат Е/НО будет больше по- 
ловины круга Е/НО. Разделим обводы ЕТ, [Н, На, СЕ 
пополам в точках К, Г, М, М и соединим ЕК, КТ, 1[Ё, ЕН, 
НМ, МС, СМ, МЕ; значит, и каждый из треугольников ЕКЛ, 
ГЕН, НМО, СМЕ будет’ больше, чем половина «описанного» 
около него сегмента круга, поскольку, ведь если мы через 
точки А, [., М, М проведём касательные к кругу и допол- 
ним параллелограммы на прямых ЕГ, [Н, На, СЕ, то каждый 
из треугольников ЕКА, Г.Н, НМО, О№Е будет половиной 
«соответствующего» ему параллелограмма, но сегмент около 
него будет меньше параллелограмма, так что каждый из 
треугольников ЕКГ, ГЕН, НМО, СМЕ будет больше, чем 
половина «описанного» около него сегмента круга Вот, 
разделяя получающиеся <в этом процессе»***) дуги пополам, 
соединяя прямые и делая так всё время, получим в остатке 
некоторые отрезочки. круга, которые «взятые вместе» будут 
меньше того избытка, на который круг ЕГНС превосходит 
площадь Г. Действительно, было доказано в перзой теореме 
десятой книги, что если, положивши две неравные вели- 
чины, мы будем от большей отнимать больше чем поло- 
вину и от остатка больше чем половину, и делать это по- 
стоянно, то останется некоторая величина, которая будет 
меньше, чем данная меньшая величина. Пусть теперь так 
и останется, и пусть «построенные» на ЕК, КГ, ГГ, ЕН, 
НМ, МС, СМ, МЕ сегменты круга Е/НО, <вместе взятые», 


вы) У Гейберга $ — очевидная ошибка. 
а Это легко получается по теореме Пифагора. 
**) опо\викорёуас — остающиеся после (подразделения). 
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будут меньше того избытка, на который круг Е/НО пре- 
восходит площадь ТГ. Значит, остаток — многоугольник 
ЕКИ.НМОМ — будет больше площади Т. Впишем и в круг 
АВСР подобный многоугольнику ЕКИНМОМ многоуголь- 
ник АОВОСРОКЮ; значит, будет, что как квадрат на ВО 
к квадрату на ГС, так и многоугольник АОВОСРОЮ к много- 
угольнику ЕКТЕГНМОМ (предложение 1). Но и как квадрат 
на ВО к квадрату на ГО, так круг АВСО к площади Т; 
ни значит, как круг АВСО к площади Т, так и многоуголь- 
ннк АОВОСРОЮ к многоугольнику ЕКТЕНМОМ; значит, 
переставляя (предложение 16 книги У), как круг АВСО 
к многоугольнику в нём, так и площадь Т к многоуголь- 
нику ЕАЁНМОМ. Круг же АВСР больше многоугольника 
в нём; значит, и площадь Г больше  многоуголь- 
ника ЕК1ЁЕНМОМ. Но ‹она также» и меньше; это же не- 
возможно. Значит, не будет, что как квадрат на ВД к квад- 
рату на /@, так и круг АВСО к некоторой меньшей 
круга Е/НО площади. Подобно же вот докажем, что не 
«будет и> как квадрат на 1 к квадрату на ВО, 
так и круг Б/НО в некоторой меньшей круга АВСО 
площади. 

Вот я утверждаю, что не будет и как квадрат на ВО 
к квадрату на /С@, так ин круг АВСО к некоторой большей 
круга ЕН площади. 

Действительно, если возможно, то пусть будет к боль- 
шей «площади» $. Обращая, значит (предложение 7 книги \, 
следствие) [будет|, что как квадрат на /С к квадрату на ОВ, 
так ип площадь $ к кругу АВСО. Но как площадь & 
к кругу АВСО, так п круг ЕН к некоторой меньшей 
круга АВС площади (см. лемму); и значит, как квадрат 
на /О к квадрату на ВО, так и круг ЕТНО к некоторой 
меньшей круга АВСЛШ площади; это же, как было дока- 
зано, невозможно. Значит, не будет, что как квадрат на ВО 
к квадрату на /С, так и круг АВСО к некоторой боль- 
шей круга Е/НО площади. Доказано же, что и не к меньшей; 
значит, будет, что как квадрат на ВД к квадрату на ГЦ, 
так и круг АВСР к кругу ЕТНО. 

Итак, круги будут друг к другу, как квадраты на диа- 
метрах (1, 2, 5, 4, 5, 6, Т, 8, 9). 
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Лемма *) 


Вот я утверждаю, что если площадь 5 больше 
круга Е/НО, то будет, что как площадь $5 к кругу АВСО, 
так и круг Е/НО к некоторой меньшей круга АВСО 
площади. 

Действительно, сделаем, чтобы как площадь © к кру- 
гу АВСО, так и круг ЕГНО к плошади ТГ. Я утверждаю, 
что площадь Т будст меньше круга АВС. 

Действительно, поскольку будет, что как площадь $ 
к кругу АВСО, так и круг Е1НО к площади Т, то, зна- 
чит, перестановкой (предложение 16 книги У) — как пло- 
щадь $ к кругу Е/НО, так и круг АВСО к площади Т. 
Площадь же 5 больше круга Е1НО; значит, и круг АВСО 
больше площади Т (предложение 14 книги У). Так что 
будет как площадь $ к кругу АВСО, так и круг ЕН 


к некоторой меньшей круга АВСО площади, что и требо- 
валось доказать. 


Предложение 3 


Всякая пирамида, имеющая треугольное основание, 
разделяется на две равные и подобные друг другу и 
[подобные] целой, имеющие треугольные основания пира- 
миды и на две равные призмы; и эти две призмы будут 
больше, чем половина целой пирамиды. 

Пусть будет пирамида, основание которой есть тре- 
угольник АВС, вершина же точка О; я утверждаю, что пи- 
рамида АВСО разделяется на две пирамиды, равные друг 
другу, имеющие треугольные основания и подобные целой, 
и на две равные призмы; и что две призмы будут больше, 
чем половина целой пирамиды (черт. 3). 

Действительно, разделим АВ, ВС, СА, АР, ОВ, ОС 
пополам в точках РЁ, Г, Н, Ц, К, Ёи создиним СЕ, ЕН, 
НОА, СК, КЕ, Еа, КЬ 1Н. Поскольку АЕ равна ЕВ, АС 
же — /)С, то ЕС, значит, будет параллельна ОБ (предло- 


*) Гейберг выражает сомнение в том, что эта лемма принад- 
лежит Евклиду. В редакции Болонского списка эта лемма отсут- 
ствует, хотя даваемое в нём доказательство очень близко даже 
по форме к общепринятому. 
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жение 2 книги \У]). На основании того же вот и СК будет 
параллельна АВ. Значит, СЕВК есть параллелограмм; зна- 
чит, СК будет равна ЕВ (предложение 34 книги |). Но ЕВ 
равна ЕА; значит, и АЁ равна ДК. Также и АС равна (О; 
вот две ЕА, АС равны двум КО, СШ — каждая каждой, 
и угол ЕАС равен КСО (предложение 29 книги 1); значит, 
основание ЕС равно основанию КО (предложение 4 книги ]}. 
Значит, треугольник АЕС будет равен и подобен треуголь- 
нику СКО (предложение 4 книги 1). На основании того же 
вот и треугольник АСН будет ра- 
вен и подобен треугольнику СРО. 
И поскольку две касающиеся друг 
друга прямые ЕС, СН будут па- 
раллельны двум касающимся друг 
друга прямым КО, ОГ, не находясь 
в той же самой плоскости, то они 
будут заключать равные углы (пред- 
ложение 10 книги Х]. Значит, угол 
ЕСН будет равен углу КО/. И по- 
скольку две прямые ЕС, СН равны 
двум КО, 0Г, — каждая каждой — 
и угол ЕСН равен углу КОР, то, 
значит, основание ЕН [будет] равно основанию КД; значит, 
треугольник Е@Н будет равен и подобен треугольнику КОЁ 
(предложение 4 книги Г). Вследствие того же вот и тре- 
угольник АЕН будет равен и подобен треугольнику @АД. 
Значит, пирамида, основание которой треугольник АЕЛН, вер- 
шина же точка С, будет равна и подобна пирамиде, осно- 
вание которой треугольник СКЁ, вершина же точка О 
(определение 10 книги Х]. И поскольку в треугольнике АДВ 
параллельно одной из сторон, «именно» АВ, проведена 
«прямая» СК, то треугольник АДВ будет равноугольным 
< треугольником ДОК (предложение 29 книги №, и они 
имеют пропорциональные стороны; значит, треугольник АДВ 
будет подобен треугольнику ОСК (определение 1 книги У1. 
На основании того же вот и треугольник ДВС будет по- 
добен треугольнику ОА?, АП)С же — ОГО. И поскольку 
две касающиеся друг друга прямые ВА, АС будут парал- 
лельны двум касающимся друг друга прямым КО, (Г, не 
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«находясь» в той же самой плоскости, то они будут за- 
ключать равные углы (предложение 10 книги ХТ). Значит, 
угол ВАС будет равен углу КОЁ. И будет, что как ВА 
к АС, таки КА к СГ; значит, треугольник АВС будет 
подобен треугольнику СКС. (предложение 6 книги УП. Зна- 
чит, и пирамида, основание которой треугольник АВС, вер- 
шина же точка О, будет подобна пирамиде, основание кото- 
рой треугольник СКД, вершина же точка Г) (определение 9 
книги Х]. Но пирамида, основание которой треугольник САХ, 
вершина же точка /), как доказано, подобна пирамиде, ос- 
нование которой — треугольник АБН, вершина же точка С 
[так что и пирамида, основание которой треугольник АБС, 
вершина же точка /[), будет подобна пирамиде, основание 
которой треугольник АЕН, вершина же точка @]. Значит, 
каждая из пирамид АЕНО, СКО будет подобна целой 
пирамиде АВС. 

И поскольку В! равна ГС, то параллелограмм ЕВ/Н бу- 
дет вдвое больше треугольника Н/С (предложение 41 
книги |. И поскольку, если будут две равновысотные 
призмы и одна имеет основанием параллзлограмм, другая 
же треугольник, параллелограмм же вдвое больше треуголь- 
ника, то эти призмы равны (предложение 39 книги ХПГ, 
значит, призма, заключающаяся между двумя треугольни- 
ками ВКТ, ЕСН и тремя параллелограммами ЕВ/Н, ЕВКС, 
ОКН, будет равна йризме, заключающейся между двумя 
треугольниками НГС, СКЕ и тремя параллелограммами А7СА, 
[СНО, СКН. И ясно, что каждая из призм — та, у кото- 
рой основание параллелограмм ЕВ/Н, противоположное 
же— прямая СК, и та, у которой основание треугольник Я/С, 
противоположное же — треугольник КЁ, — будут больше 
каждой из пирамид, основания которых суть треуголь- 
ники АЁЕН, СКЁ, вершины же — точки @, Ш), поскольку 
ведь [и], если мы соединим прямыми Е/, ЕК, то призма, 
основание которой параллелограмм ЕБУН, противополож- 
ное же — прямая СК, будет больше пирамиды, основание 
которой треугольник ЕВГ, вершина же точка К. Но пира- 
мида, основание которой треугольник ЕВГ, вершина же — 
точка А, равна пирамиде, основание которой треуголь- 
ник АЁЕН, вершина же точка С, ибо они заключаются 
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между равными и подобными плоскостями. Таким образом, 
и призма, основание которой параллелограмм ЕВУН, про- 
тивоположное же — прямая СК, будет больше пирамиды, 
основание которой треугольник АЕН, вершина же точка С. 
Призма же, основание которой параллелограмм ЕВ/Н, про- 
тивоположное же прямая СА, равна призме, основание ко- 
торой треугольник Н/С, противоположное же — треуголь- 
ник САГ; пирамида же, основание которой треугольник АЁН, 
вершина же точка С, будет равна пирамиде, основание 
которой треугольник СКС, вершина же точка Д. Значит, 
упомянутые две призмы будут больше упомянутых двух 
пирамид, основания которых треугольники АЕН, СКЕ, вер- 
шины же точки @, Ш). 

Итак, целая пирамида, основание которой треуголь- 
ник АВС, вершина же точка /), разделена на две пирамиды, 
равные друг другу [и подобные целой], и на две равные 
призмы, и эти две призмы будут больше, чем половина 
целой пирамиды, что и требовалось доказать *). 


Предложение 4 


Если будут две пирамиды под той же самой высо- 
той, имеющие треугольные основания, и каждая из них 
разделена на две пирамиды, равные друг другу и подоб- 
ные целой пирамиде», и на двг равные призмы, то буд2т, 
что как основание одной пирамиды к основанию . другой 
пирамиды, так и все призмы в одной пирамидг ко всем 
равным по количеству призмам в другой пирамиде. 

Пусть будут две пирамиды под той же самой высотой, 
имеющие треугольные основания АВС, ОДЕТ, вершины же — 
в точках Н, Ц, и пусть каждая из них будет разделена 
на две пирамиды, равные друг другу и подобные целой 
ппрамиде, и на две равные призмы (предложение 3); я 
утверждаю, что будет — как основание АВС к основанию 


*) В Болонском списке доказательство первой части предло- 
жения мало чем отличается от вышеприведенного, доказательство 
же второй части изложено гораздо короче; в частности, считается 
очевидным, что каждая из выделенных равных треугольных 
призм будет больше выделенных перед этим пирамид (И. Б.). 
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ЕТ, так и все призмы в пирамиде АВСН ко всем равным 
по количеству призмам в пирамиде ОЕТС (черт. 4). 
Действительно, поскольку «прямая» ВХ разна ХС, 
АГ же — [С (предложение 3), то, значит, [.Х будет парал- 
лельна АВ п треугольник АВС подобен треугольнику ХС. 
На основании того же вот и треугольник ОДЕТ будет по- 
добен треугольнику ЮРГ. И поскольку ВС вдвое больше 
СХ, Е же — Ш, то, значит, будет, что как ВС к СХ, 
таки ЕГк ГЕ И на ВС, СХ построены подобные и по- 
добно расположенные прямолин®йные «фигуры>” АВС, 
ЕХС, а на ЕГ, ЕР — И 
подобные же и подобно 
расположенные — [пря- 
молинейные]| «фигуры» 
РЕТ, ЮЕГ; значит, бу- 0 
дет (предложение 22 и 
книги УГ), что как тре- 
угольник АВС к тре д й 
угольнику /.ХС, так п 
треугольник ОЕ/ к тре- С 
угольнику ЮРГ; пере- в 4 
становкой, значит, бу- Черт. 4. 
дет (предложение 16 
книги \), что как треугольник АВС к [треугольнику] ОЕГ, 
так и [треугольник] ЁХС к треугольнику ЮРГ. Но как 
треугольник 2ХС к треугольнику ЮЕГ, так и призма, осно- 
вание которой треугольник ЛХС, противоположное же — 
«треугольник» ОММ, будет к призме, основание которой 
треугольник ЮР/, противоположное же — $ГИ (см. лемму); 
и значит, как треугольник АВС к треугольнику ДОЕТ, так 
и призма, основание которой треугольник 2ХС, противо- 
положное же — О/ММ, «будет» к призме, основание кото- 
рой треугольник ЮРГ, противоположное же — $ТИ. Как же 
упомянутые призмы друг к другу, гак и призма, основание 
которой параллелограмм КВХЁ, противоположное же — 
прямая ОМ, «будет» к призме, основание которой парал- 
лелограмм РЕЕЮ, противоположное же — прямая 57 (пред. 


*) У Евклида просто +35 лния. 
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ложение 3; предложение 39 книги ХХ]. И значит, две 
призмы — та, у которой основание параллелограмм КВАР, 
противоположное же — «прямая» ОМ, и та, у которой 
основание 2[ХС, противоположное же — ОЛММ№, «вместе взя- 
тые, будут» к призмам — той, у которой основание РЕЁЕЮ, 
противоположное же — прямая $Т, и той, у которой осно- 
вание треугольник РЕГ, противоположное же — $7 (пред- 
ложение 12 книги У). И значит, как основание АВС к основа- 
нию ДЕГ, так и упомянутые две <первые» призмы к упомя- 
нутым двум «вторым» призмам. 

И подобным же образом, если разделить пирамиды О/ММН, 
ЭТОС на две призмы и две пирамиды, то будет, что как 
основание ОМА к основанию $ГО, так и «находящиеся» 
в пирамиде ОММН две призмы к двум призмам в пира- 
мнде 57ОС. Но как основание ОММ к основанию $ТИ, 
так и основание АВС к основанию ДЕЛ пбо каждый из 
треугольников О/ММ, 5ТО ‹соответственно> равен каждому 
из треугольников ЁДХС, ЮЕГ. И значит, как основание АВС 
к основанию ДЕТ, так и <первые» четыре призмы ко <вто- 
рым» четырём призмам (предложение 12 книги У). Подоб- 
ным же образом, если остающиеся пирамиды разделить 
на две пирамиды и две призмы, то будет, что как основание 
АВС к основанию ОДЕТ, так и все призмы в пирамиде АВСН 
ко всем равным по количеству призмам в пирамиде ДЕ/С(, 
что и требовалось доказать (10). 


Лемма 


А что будет, что как треугольник ЁХС к треуголь- 
нику АР/, так и призма, основание которой треугольник ЁХС, 
противоположное же — /)/ИМ№, к призме, основание которой 
[треугольник] АРА противоположное же — $ТИ, то это 
нужно доказать так. 

На том же самом чертеже вообразим из точек Н, С 
на плоскости АВС, ОДЕТ перпендикуляры, которые, конечно, 
оказываются равными вследствие того, что 0обз пирамиды 
предположены равновысотными. И поскольку две прямые, 
именно НС и опущенный из Н перпендикуляр, пересека- 
ются параллельными плоскостями АВС, ОММ, то они 
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будут рассечены в тех же самых отношениях (предложение 17 
книги Х]. И НС рассечена плоскостью ОММ в «точке» № 
пополам; значит, и опущенный из Н на плоскость АВС 
перпендикуляр рассечётся плоскостью О/М/А пополам. На 
основании Того же вот и перпендикуляр из @ на пло- 
скость ОЕЁ/ рассечётся пополам плоскостью 5ГИ И пер- 
пендикуляры из Н, С на плоскости АВС, ДЕТ будут равны; 
значит, равны будут и перпендикуляры из «любых точек» 
треугольников ОМ, $ТИ на плоскости АВС, ОЕТ. Зна- 
чит, призмы, основания которых треугольники ЁХС, ЮЕГ, 
противоположные же <грани> — ОМА, $ТИ, будут равно- 
высотными. Так что и параллелепипелальные тела, постро- 
енные на упомянутых призмах, «будут» равновысотными и 
[будут] друг к другу, как основания (предложение 32 
книги ХГ); значит, и <Для их» половин будет, что как` 
основание ЁХС к основанию ЮРГ, так и вышеупомянутые 
призмы будут друг к другу, что и требовалось доказать *). 


Поедложение 5 


Находящиеся под той же самой высотой пирамиды, 
имеющие треугольные основачия, будут друг к другу, 
как основания. 

Пусть будут под той же самой высотой пирамиды, осно- 
вания которых — треугольники АВС, ОЕТ, вершины же — 
в точках Н, @; я утверждаю, что будет как основание АВС 
к основанию ДЕГ, так 'и пирамида АВСН к пирамиде ДЕС 
(черт. 9). 

Действительно, если не будет, что как основание АВС` 
к основанию ДЕГ, так и пирамида АВСН к пирамиде РЕГС, 
то будет, чтс как основание АВС к основанию ДЕТ, так 
и пирамида АВСН или к некоторому меньшему, чем пира- 
мида ОЕ], телу, или же к большему. Пусть будет сперва 
к меньшему, Х, и разделим пирамиду ОЕ на две пира- 
миды, равные друг другу и подобные целой, и на две рав- 
ные призмы; вот две призмы будут больше, чем половина 
целой пирамиды (предложение 3). И затем полученные при 


“) Гейберг считает сомнительной принадлежность этой леммы: 
Евклиду как по существу дела, так и на осиовании её стиля, 
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делении пирамиды разделим подобным образом и будем 
так постоянно делать, пока от пирамиды ДОЕ/ГС не оста- 
нутся какие-то пирамиды, которые будут меньше того 
избытка, на который пирамида ОДЕГО превосходит тело Х 
(предложение 1 книги Х). Пусть останутся и будут, напри- 
мер, «пирамиды» ОРЮ$, 5ГИС; тогда все остальные призмы 
в пирамиде ОЕГО булут больше тела Х. Подобным же 
образом разделим и пирамиду АВСН на равное количество 
«призм», как и пира- 
миду ДЕГО; значит, 
будет, что как основа- 
ние АВС к основанию 
ОЕТ, так и призмы в 
пирамиде АВСН к приз- 
мам в пирамиде ДЕС 
(пргдложение 4). Но 
как основание АВС к 
основанию ДЕТ, таки 
пирамида АВСН к те- 
лу Х; и значит, как 
пирамида АВСН к телу 
Х, так и призмы в пира- 
миде АВСН к призмам 
в пирамиде ДЕГО; 
значит, перестановкой 
(предложение 16 книги У), как пирамида АВСН к <находя- 
щимся> в ней призмам, так и тело Х к призмам, <находя- 
щимся» в пирамиде ОЕ/С. Пирамида АВСН больше <нахоля- 
щихся» в ней призм; значит, и тело Х больше призм, <нахо- 
дящихся> в пирамиде ДЕС (предложение 14 книги У). Но 
оно и меньше <их»; это же невозможно. Значит, не будет, 
что как основание АВС к основанию ДЕ/, так и пирамида 
АВСН к некоторому телу, меньшему, чем пирамида ДЕС 
Вот подобным же образом докажется, что не будет и как 
основание ДЕ/ к основанию АВС, так и пирамида ОЕ!С 
к некоторому телу, меньшему, чем пирамида АВСН. 

Вот я утверждаю, что не будет также, что и как осно- 
вание АВС к основанию ДЕТ, так и пирамида АВСН к не- 
которому телу, большему, чем пирамида ОЕ1С. 
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Действительно, если возможно, то пусть к большему 
«телу» Х; значит, обратно (предложение 7 книги \, след- 
ствие), будет, что как основание ОЕ! к основанию АВС, 
так и тело Х к пирамиде АВСН. Как же тело Х к пира- 
миде АВСН, так и пирамида ОЕ1С к некоторому <телу>, 
меньшему, чем пирамида АВСН, как было доказано выше 
(предложение 2, лемма); и значит, как основание ДЕ/Г к осно- 
ванию АВС, так и пирамида ДЕ/С к нскоторому <телу», мень- 
шему, чем пирамида АВСН; что, как доказано, нелепо. Значит, 
не будет, что как основание АВС к основанию ОЕ], так и пи- 
рамида АВСН к некоторому телу, большему, чем пира- 
мида ОЕ/ГО. Доказано же, что и не к меньшему. Значит, 
будет, что как основание АВС к основанию РЕГ, так и 
пирамида АВСН к пирамиде ДОЕ/@, что и требовалось 
доказать. 


Предложение 6 


Находящиеся под той же самой высотой пирамиды, 
имеющие многоугольные основания, будут друг к другу 
мак основания. 

Пусть будут под той же самой высотой пирамиды, осно- 
вания’ которых многогранннки АВСОЕ, [НОКГ, вершины 
же в точках М, №; 

я утверждаю, что будет И и 
как основание АВСОЕ 

к основанию /НОКЁ, 

так И пирамида 

АВСРЕМ к пирамиде 

НОКЕМ (черт. 6). р В 

Действительно, со- И 
единим АС, АД, Ю, А 2 
/К. Поскольку теперь 2 1 
будут две пирамиды Черт. 6. 

АВСМ, АСОМ, имею- 

щие треугольные основания и одинаковую высоту, то они 
будут друг к другу как основания (предложение 5); значит, 
будет, что как основание АВС к основанию АСД, так и 
пирамида АВСМ к пирамиде АСОМ. И «соединяя» (пред- 
ложение 18 книги У), как основание АВСДО к основанию АСО, 
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так и пирамила АВСОМ к пирамиде АСОМ. Но и как 
основание АСО к основанию АРЕ, так и пирамида АСОМ 
к пирамиде АДЕМ (прэдложение 9). Значит, «по равен- 
ству» (предложение 22 книги У), как оснозание АВСО к осно- 
ванию АДЁЕ, так и пирамида АВСОМ к пирамиде АДЕМ. 
И опять, «соединяя» (предложение 18 книги У), как основа- 
ние АВСРЕ к основанию АДЁЕ, так и пирамида АВСРЕМ 
к пирамнде АОБМ. Подобным же образом докажется, что и как 
основание /НОКТ. к основанию /НС, так и пирамида /НОКЕМ 
к пирамиде /НОМ. И поскольку есть две пирамиды АДЕМ, 
ГНОМ, имеющие треугольные основания и одинаковую вы- 
соту, то, значит, будет (предложение 5), что как основа- 
ние АДЕЁ к основанию /Н@, так и пирамида АДЕМ к пн- 
рамиде /НОМ. Но как основание АДЕ к основанию- АВСВБЕ, 
так была и пирамнла АДЕМ к пирамале АВСОЕМ. И зна- 
чит, «По равенству» (предложение 22 книги У), как 
основание АВСРЕ к основанию (НОЯ, так и пирамила 
АВСОЕМ к пирамиде /НСМ. Но так же, как основание 1Н@ 
к основанию /НЗКГ, так была и пирамида /НОМ к пира- 
миде /НОК/М. И значит, «по равенству» (предложение 22 
книги \), как основание АВСОЕ к основанию /НОКЕ, так 
и пирамида АВСОЕМ к пирамиде Г/[НОКЕМ, что и тре- 
бовалось доказать *). 


Прэдложение 7 


Всякая призма, имеющая треугольное основание, раз- 
деляется на три равные друг другу пирамиды, имеющие 
треугольные основания. 

Пусть будет призма, основание которой треугольник 
АВС, противоположная же ‹<грань» — ДЕГ; я утверждаю, 
что призма АВСОЕ] разделяется на три равные друг другу 
пирамиды, имеющие треугольные основания (черт. 7). 

Действительно, согдиним ВО, ЕС, СО. Поскольку 
АВЕ — параллелограмм, диаметр же его ВД, то, значит, 


*) Это предложение отсутствует в Болонском манускрипте. 
(И. В.) 
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треугольник АВО будет равен треугольнику ЕВРО (предложе- 
ние 34 книги [); и значит, пирамида, основание которой тре- 
угольник АВО, вершина же в точке С, будет равна пирамиде, 
основание которой треугольник ДЕВ, вершина же в точке С 
(предложение 3), которая будет тождественна пирамиде, осно- 
вание которой треугольник ЕВС, вершина же в точке Л), ибо 
они заключаются между теми же самыми плоскостями. И зна- 
чит, пирамида, основание которой треугольник АВО, вер- 
шина же в точке С, будет равна пирамиде, основание ко- 
торой треугольник ЕВС, вершина же в точке О. Затем, 
поскольку /СВЕ — параллелограмм, диаметр же его СЁ, 
то треугольник СЕТ будет равен тре- / 
угольнику СВЕ (предложение 34 книги 1). 

И, значит, пирамида, основание которой Е 

треугольник ВСЕ, вершина же в точке /), 

будет равна пирамиде, основание кото- 

рой треугольник ЕСГ, вершина же в 

точке 0). Пирамида же, основание кото- 

рой треугольник БСЁЕ, вершина же 

в точке О, как доказано было, равна р А 
пирамиде, основание которой треуголь- Черт. 7. 

ник АВО, вершина же в точке С; и 

значит, пирамида, основание которой треугольник СЁЛ, вер- 
шина же в точке ЛД, равна будет пирамиде, основание 
которой треугольник АВО, вершина же в точке С; значит, 
призма АВСОЕ!Г разделена на три равные друг другу 
пирамиды, имеющие треугольные основания. 

И поскольку пирамида, основание которой треуголь- 
ник АБО, вершина же в точке С, тождественна пирамиде, 
основание которой треугольник САВ, вершина же в точке О 
(ибо они заключаются между теми же плоскостями), пира- 
мида же, основание которой треугольник АВД, вершина же 
в точке С, оказалась третью призмы, основание которой 
треугольник АВС, противоположная же ‹грань> РЕГ, то, 
значит, пирамида, основание которой треугольник АВС, 
вершина же в точке Ш, будет третью призмы, имеющей 
то же самое основание, именно — треугольник АВС, про- 
тивоположную же «грань» -— ДЕ7. 
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Следствие 


Из этого вот ясно, что всякая пирамида будет третьей 
частью призмы, имеющей с ней то же самое основание и 
одинаковую высоту [поскольку ведь если бы основание 
призмы имело и какую-нибудь другую прямолинейную фи- 
гуру, то такую же «фигуру имела бы» и противоположная 
«грань», и ‹эта призма» разделяется на призмы с треуголь- 
ными основаниями и противоположными «им гранями», и как 
всё основание к каждому... |*), что и требовалось доказать. 


Предложение 8 


Подобные пирамиды, имеющие треугольные основания, 
будут в тройном отношении соответственных сторон. 

Пусть будут подобные и подобно расположенные пира- 
миды, у которых основания суть треугольники АВС, ОЕ!, 
вершины же в точках Н, 
С; я утверждаю, что пи- 
рамида АВСН к пирамиде 
РЕТС имеет тройное отно- 
шение ВСк Е! (черт. 8). 

Действительно допол- 
ним параллелепипедальные 
тела ВНМЁ, ЕСРО. И по- 
скольку пирамида АВСН 
подобна пирамиде ДЕ/С, то, значит, угол АВС будет равен 
углу ДЕГ, НВС же — СЕГ, АВН же — ЕС, и будет как АВ 
к ОЕ, так и ВС к ЕГ, и ВНк ЕС (определение 9 книги Х\]. 
И поскольку как АВ к ОЕ, так и ВС к ЕГ, и стороны 
прин равных углах пропорциональны, то, значит, паралле- 
лограмм ВМ будет подобен параллелограмму ЕР. На том же 
вот осповании и ВМ будет подобен ЕЮ, ВК же— ЕС; 
значит, три «параллелограмма» МВ, ВК, ВМ подобны трём 
ЕР, ЕО, ЕЮ. Но эти три МВ, ВК, ВМ будут равны и 


*) Выражение, стоящее в скобках, Гейберг считает не при- 
надлежащим Езклиду, не говоря уже о том, что намеченное дока- 
зательство так и осталось незаконченным, обрываясь на полу- 
фразе. 
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подобны «своим» трём противоположным, другие же три 
ЕР, ЕО, ЕЮ будут также равны и подобны трём противо- 
положным (предложение 24 книги ХГ). Значит, тела ВНМЕ, 
ЕСРО заключаются между подобными плоскостями в рав- 
ном количестве. Значит, тело ВНМЕ будет подобно телу 
ЕСРО (определение 9 книги ХП. Подобные же параллеле- 
пипедальные тела будут в тройном отношении соответственных 
сторон (предложение 33 книги Х]. Значит, тело ВНМЕ к телу 
ЕСРО имеет тройное отношение соответственной стороны ВС 
к соответственной стороне ЕГ. Как же тело ВНМЕ к телу 
ЕС@РОллак ип пирамида АВСН к пирамиде ОЕГС, поскольку ведь 
пирамида будет шестой частью тела вследствие того, что 
призма, будучи половиной параллелепипедального тела (пред- 
ложение 28 книги ХП), является утроенной пирамидой (пред- 
ложение 7). И значит, пирамида АВСН к пирамиде ДЕ 
нмеет тройное отношение ВС к ЕГ, что и требовалось 
доказать. 


Следствие 


Из этого вот ясно, что и имеющие многоугольные осно- 
вания подобные пирамиды будут друг к другу в тройном 
отношении соответственных сторон. Действительно, если их 
разделить на «содержащиеся» в них пирамиды, имеющие 
треугольные основания, «в результате» деления подобных 
многоугольников оснований на подобные трэугольники в рав- 
ном количестве и в одинаковом отношении с целыми <осно- 
ваниями> (предложение 20 книги У[), то будет, что как 
одна пирамида, имеющая трэугольное основание, в одной 
к одной пирамиде, имеющей треугольное основание, в дру- 
гой, так и все, имеющие треугольное основание пирамиды 
в одной пирамиде, ко всем, имеющим треугольные осн)- 
вания пирамидам в другой пирамиде (предложение 12 книги \), 
то-есть эта, имеющая многоугольное основание пирамида 
к <другой>, имеющей многоугольное основание пирамиде. 
Имеющая же треугольное основание ппрамида к имеющей 
треугольное основание будет в тройном отношении соответ- 
ственных сторон (предложение 8); и значит, имеющая мно- 
гоугольное основание к пмеющей подобное основание имеет 
тройное отношение стороны к стороне (11, 12, 13). 
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Предложение 9 


У равных пирамид, имеющих треугольные основания, 
‚основания обратно пропорциональны высотам; и укаких пи- 
рамид, имеющих треугольное основание, основания обратно 
пропорциональны высотам, те «пирамиды» будут равны. 

Пусть будут равные пирамиды, имеющие треугольные 
‚основания АВС, ОЕТ, вершины же в точках Н, @; я утвер- 
жлаю, что у пирамид АВСН, РЕТО основания обратно про- 
порциональны высотам, 
и что будет — как осно- 
вание АВС к основа- 
нию ДЕЛ, так и высота 
пирамиды ДЕ!С к вы- 
соте пирамиды АВСН 
(черт. 9). 

Действительно, до- 
полним параллелепипе- 
дальные тела ВНМЕ, 
ЕСРО. И поскольку пи- 
рамида АВСН равна пи- 
рамиде ДЕГО, и тело ВНМЕ в шесть раз больше пирамиды 
АВСН, а тело ЕСРО в шесть раз больше пирамилы ОЕ/А 
(предложение 8}, то, значит, тело ВНМЕЁ равно будет телу 
ЕСРО. У равных же параллелепипедальных тел основания 
‘обратно пропорциональны высотам (предложение 34 книги Х]); 
значит, будет —— как основание ВМ к основанию ЕР, так и 
высота тела ЕРОРО к высоте тела ВНМЕ. Но как основа- 
ние ВМ к ЕР, так и треугольник АВС к треугольнику РЕГ 
(предложение 34 книги Г). И значит, как треугольник АВС 
к треугольнику ОДЕТ, так и высота тела ЕСРО к высоте 
тела ВНМЕ. Но высота тела ЕСРО тождественна с высо- 
той пирамиды ОЕ/С, высота же тела ВНМГ тождественна 
с высотой пирамиды АВСН; значит, будет, что как основа- 
ние АВС к основанию ДЕГ, так и высота пирамиды 2Е/( 
к высоте пирамиды АВСН. Значит, у пирамид АВСН, ОЕ!С 
основания обратно пропорциональны высотам. 

Но вот пусть у пирамид АВСН, ОЕГО основания обратно 
„пропорциональны высотам, и пусть будет как основание АВС 
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к основанию ОЕГ, так и высота пирамиды ОДЕ/С к высоте 
пирамиды АВСН; я утверждаю, что пирамида АВСН будет 
равна пирамиде ОЕГО. 

Действительно, «после» тех же самых построений, поско- 
льку будет, что как основание АВС к основанию ДЕТ, так 
и высота пирамиды ДОЕ/О к высоте пирамиды АВСН, но 
как основание АВС к основанию ДЕГ, так и параллелограмм 
ВМ к параллелограмму ЕР (предложение 34 книги 1), то, 
значит, и как параллелограмм ВМ к параллелограмму ЕР, 
так и высота пирамиды ОЕГС к высоте пирамиды АВСН. 
Но высота пирамиды ДЕС тождественна с высотой парал- 
лелепипеда ЕС РО, высота же пирамиды АВСН тождественна 
с высотой параллелепипеда ВНЫМГ; значит, будет, что как 
основание ВМ к основанию ЕР, так и высота параллелепи- 
педа ЕСРО к высоте параллелепипеда ВНМЕ. У каких 
же параллелепипедальных тел основания обратно пропор- 
циональны высотам, те <тела» будут равны; значит, па- 
раллелепипедальное тело ВНМЁ будет равно параллеле- 
пипедальному телу БОРО. И шестая часть ВНМЕ есть 
пирамида АВСН, шестая же часть параллелепипеда 
ЕСРО — пирамида ДЕС; значит, пирамида АВСН равна 
пирамиде ОЕ/О. 

Итак, у равных пирамид, имеющих треугольные основа- 
ния, основания обратно пропорциональны высотам, и у каких 
пирамид, имеющих треугольное основание, основания обратно 
пропорциональны высотам, те «пирамиды» будут равны, что 
н требовалось доказать (14, 15). 


Предложение 10 


Всякий конус есть третья часть цилиндра, имеющего 
с ним то же самое основание и одинаковую высоту. 

Пусть конус будет иметь с цилиндром то же самое 
основание — круг АВСР — и одинаковую высоту; я утвер- 
ждаю, что конус будет третьей частью этого цилиндра, 
то-есть, что цилиндр будет втрое болыше этого конуса 
(черт. 10). 

Действительно, если цилиндр не будет в три раза больше 
этого конуса, то цилиндр будет больше конуса или более 


6 Евклид, т. 1 
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чем в три раза, или менее чем в три раза. Пусть сперва 
будет более чем в три раза больше, и впишем в круг АВСО 
квадрат АВСО (предложение 6 книги [У\); вот квадрат АВСО 
будет больше, чем половина круга АВС. И восставим на 
квадрате АВСР равновысокую с цилиндром призму. Вот 
восставленная призма будет больше, чем половина цилиндра, 
поскольку если мы около круга АВСШ опишем квадрат 
(предложение 7 книги 1\), то квадрат, вписанный в круг 
АВСО, будет половиной описанного; и восставленные на них 
тела будут равновысокими параллелепипедальными призмами; 
находящиеся же под той же высотой параллелепипедальные 
тела будут друг к другу как основания (предложение 32 

А книги Х]); и значит, восставленная 
Е на квадрате АБС призма будет 
половиной призмы, восставленной 
на квадрате, описанном около кру- 
га АВСО; и цилиндр будет меньше 
призмы, восставленной на описан- 


В ном около круга АВСО квадрате; 
значит, и равновысокая с цилинл- 
ром призма, восставленная на квал- 

1 е рате АВСО, будет больше поло- 
Черт. 10. вины цилиндра. Разделим обводы 


АВ, ВС, СО, РА пополам в точках 
Е, Г, Н, С и соединим АЕ, ЕВ, ВГ, ГС, СН, НО, ОЦ,ОДА; и 
значит, каждый из треугольников АЕВ, БГС, СНЬ, ООА бу- 
дет больше, чем половина «соответствующего» ему сегмента 
круга АВСО, как мы доказали выше (см. в предложении 2). 
На каждом из треугольников АЁЕВ, ВГС, СНО, ВОА вос- 
ставим равновысокие с цилиндром призмы; и значит, каждая 
из восставленных призм будет больше, чем половинная часть 
«соответствующего» ей сегмента циЛиндра, поскольку 
если через точки Е, Г, Н, Ц проведём параллели «прямым» 
АВ, ВС, СО, РА, дополним параллелограммы на парал- 
лелях АВ, ВС, СО, ПА и восставим на них равновысокие 
с цилиндром параллелепипедальные тела, то половинами каж- 
дого из этих восставленных «тел» будут те призмы, что на 
треугольниках АБВ, Б/С, СНО, ОА; и сегменты цилиндра 
будут меньше восставленных параллелепипедальных тел; так 
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что и призмы на треугольниках АЕВ, ВГС, СНО, ОБОДА бу- 
дут больше, чем половины «соответствующих» им сегментов 
цилиндра. Вот, деля остающиеся обводы пополам, соединяя 
прямыми, восставляя на каждом из треугольников равновы- 
сокие с цилиндром призмы и делая так постоянно, мы по- 
лучим в остатке некоторые отрезочки цилиндра, которые 
«вместе» будут меньше того избытка, на который цилиндр 
превосходит утроенный конус (предложение 1 книги Х). Пусть 
<такой> остаток получен и будет < вместе взятыми отрезочками» 
АБ, ЕВ, ВГ, ГС, СН, НО, О(, ОДА; значит, остающаяся 
призма, основание которой многоугольник АЕВГСНООС, а вы- 
сота та же, что и у цилиндра, будет больше утроенного конуса. 
Но призма, основание которой многоугольник АЕВУСНОСЩ, 
а высота та же, что и у. цилиндра, будет втрое больше 
пирамиды, основание которой многоугольник АЕВИСНОСЩ, 
вершина же та же, что и у конуса (предложение 7, след- 
ствие); значит, и пирамида, основание которой [есть] много- 
угольник АРР/СНОС, вершина же та же, что и у конуса, 
будет больше конуса, имеющего основанием круг АВС. Но 
<‹она вместе с тем» и меньше, ибо она им объемлется; это 
же невозможно. Значит, цилиндр не будет более чем втрое 
больше конуса. 

Вот я утверждаю, что цилиндр не будет и менее чем 
втрое больше конуса. 

Действительно, если возможно, то пусть цилиндр будет 
меньше утроенного конуса; значит, обратно, конус будет 
больше, чем третья часть цилиндра. Вот впишем в круг 
АВС квадрат АВСР (предложение 6 книги [\); значит, 
квадрат АВСО будет больше, чем половина круга АВСО. 
И на квадрате АВСО восставим пирамиду, имеющую ту же 
самую вершину, что и конус; значит, восставленная пира- 
мида будет больше половинной части конуса, поскольку 
как мы доказали перед этим, что если описать около 
круга квадрат (предложение 7, книги 1\), то квадрат АВСО 
будет половиной квадрата, описанного около круга; и если 
на квадратах мы восставим равновысокие с конусом парал- 
лелепипедальные тела, которые называются также призмами, 
то восставленное на квадрате АВСР <‹тело» будет полови- 
ной восставленного на описанном около круга квадрате, ибо 


6* 


84 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


они будут друг к другу, как основания (предложение 32 
книги ХШ. Так же <будут» и их трети; и значит, пирамида, 
основание которой квадрат АВСО, будет половиной пира- 
миды, восставленной на описанном около круга квадрате 
(предложение 7, следствие). И пирамида, восставленная на 
квадрате, что около круга, будет больше конуса, ибо она 
его объемлет. Значит, пирамида, основание которой квадрат 
АВСО, вершина же та же самая, что и у конуса, будет 
больше, чем половина конуса. Разделим обводы АВ, ВС, 
Ср, ОА пополам в точках ЕЁ, [, Н, С и соединим АЕ, ЕВ, 
ВГ, ГС, СН, НО, ОД, ОДА; и значит, каждый из треуголь- 
ников АБВ, ВГС, СНЬО, ОДА будет больше, чем половин- 
ная часть «соответствующего» ему сегмента круга АВС. 
И восставим на каждом из треугольников АБВ, ВГС, СНО, 
ОСА пирамиды, имеющие ту же самую вершину, что и ко- 
нус; и значит, каждая из восставленных пирамид по тому 
же самому способу «рассуждения» будет больше, чем поло- 
винная часть «соответствующего» ей сегмента конуса.. Вот, 
разделяя остающиеся обводы пополам, соединяя прямыми, 
строя на каждом из треугольников пирамиду, имеющую ту 
же самую вершину, что и конус, и делая это постоянно, 
мы получим в остатке некоторый отрезочек конуса, который 
будет меньше того избытка, на который конус превосходит 
третью часть цилиндра (предложение 1 книги Х). Пусть 
«такой» остаток получен, и пусть это будут ‹отрезки» на 
АЕ, ЕВ, БГ, ГС, СН, НО, ООД, ОДА; значит, остающаяся 
пирамида, основание которой есть многоугольник АЕВУСНООС, 
вершина же та же самая, что и у конуса, будет больше, 
чем третья часть цилиндра. Но пирамида, основание которой 
многоугольник АЕВТСНРОС, вершина же та же самая, что 
и у конуса, будет третьей частью призмы, основание кото- 
рой многоугольник АБВУСНОС, а высота та же, что и у 
цилиндра; значит, призма, основание которой многоуголь- 
ник АЕВГСНЬОА, а высота та же, что и у цилиндра, 
будет больше цилиндра, основание которого круг АВСО. 
Но «она также» и меньше, ибо объемлется им; это же 
невозможно. Значит, цилиндр не будет менее чем в три 
раза больше конуса. Доказано же, что и не более чем 
в три раза больше; значит, цилиндр будет втрое 


КНИГА ДВЕНАДЦАТАЯ 85 


больше конуса, так что конус будет третьей частью 
цилиндра. 

Игак, всякий конус есть третья часть цилиндра, имею- 
щего с ним то же самое основание и одинаковую высоту, 
что и требовалось доказать. 


Предложение 11 


Находящиеся под той же самой высотой конусы и 
цилиндры будут друг к другу, как основания. 

Пусть под той же самой высотой будут конусы и цилиндры, 
основания которых [суть|] круги АВСО, ЕГНО, оси же — 
КГ, ММ, диаметры же оснований — АС, ЕН; я утверждаю, 
что будет как круг АВСО к кругу Е?НО, так и конус АР 
к конусу ЕМ (черт. 11). 


7.) 


Черт. 11. 


Действительно, если нет, то пусть будет как круг АВС 
к кругу ЕТНО, так и конус АЁ или к некоторому меньшему 
конуса ЕМ телу, или к большему. Пусть сперва будет к мень- 
шему Х, и пусть тело У будет равно тому, чем тело Х 
меньше конуса ЕЛ; значит, конус ЕМ будет равен <вместе 
взятым» телам Х, У. Впишем в круг ЕГНАЯ квадрат ЕТНС 
(предложение 6 книги ГУ); значит, этот квадрат будет больше, 
чем половина круга. Восставим на квадрате Е/НС равновысо- 
кую с конусом пирамиду; значит, восставленная пирамида 
будет больше, чем половина конуса, поскольку, если 
около круга опишем квадрат (предложение 7 книги [\), и 
восставим на нём равновысокую с конусом пирамиду, то 
вписанная пирамида будет половиной описанной; ибо они 
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будут друг к другу, как основания (предложенпе 6); конус 
же меньше описанной пирамиды. Разделим обводы ЕГ, /Н, 
НО, СЕ пополам в точках О, Р, Ю, $ и соединим СО, ОРД, 
ЕР, Р/, ГЮ, ВН, Н$, $4. Значит, каждый из треугольни- 
ков ООЕ, ЕРГ, ГЮН, НЭС будет больше, чем половина 
«соответствующего» ему сегмента круга. Восставим на каж- 
дом из треугольников СОЕ, ЕРУ, 1ЮН, Н$С равновысокую 
с конусом пирамиду; и значит, каждая из восставленных 
пирамид будет больше, чем половина <соответствующего» 
ей сегмента конуса. Вот разделяя пополам остающиеся об- 
воды, соединяя прямыми, восставляя на каждом из треуголь- 
ников равновысокие с конусом пирамиды п делая так посто- 
янно, мы получим в остатке некоторый отрезок конуса, 
который будет меньше тела У (предложение 1 книги Х). 
Пусть <такой отрезок» получен и будет <представлять сег- 
менты» на СОР, ЕРГ, ГЮН, НУО; значит, остающаяся пн- 
рамида, основание которой многоугольник СОЕРГЮН5, а вы- 
сота та же, чтоиу конуса, будет больше тела Х. Впишем 
и вкруг АВСО подобный и подобно расположенный с много- 
угольником СОЕБР/ЮНФ многоугольник ОДТАОВЕСО и вос- 
ставим на нём равновысокую с конусом АД пирамиду. По- 
скольку теперь будет, что как <квадрат» на АС к <квадрату» 
на ЕН, так и многоугольник ОТАОБВЕСО к многоуголь- 
нику СОЕР/ЮН5$ {предложение 1), как же <квадрат» на АС 
к «квадрату» на ЕН, так и круг АВСО к кругу Е1НС (пред- 
ложение 2), то, значит, и как круг АВСО к кругу ЕНО, так 
п многоугольник ДТГАОВЕРСО к многоугольнику СОЕРГЮНФ. 
Как же круг АВСО к кругу ЕГНО, так и конус АД к телу Х, 
как же многоугольник ДОТГАОВЕСО к многоугольнаку 
СОЕР/КНЗ, так и пирамида, основание которой многоуголь- 
ник ДГАОВЕСО, вершина же в точке /,, к пирамиде, основа- 
ние которой многоугольник СОЕРГЮН$, вершина же в точке 
М№ (предложение 6). И значит, как конус АГ ктелу Х, таки 
пирамида, основание которой многоугольник РТАПОВЕСО, 
вершина же в точке СД, к пирамиде, основание которой много- 
угольник СОЕР/ЮНФ, вершина же в точке №; переставляя 
(предложение 16 книги У), значит, будет — как конус АГ. 
к «находящейся» в нём пирамиде, так и тело Х к <находя- 
щейся> в конусе ЕМ№ пирамиде. Конус же АГ больше пира- 
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миды в нём; значит, и тело Х больше пирамиды в конусе 
ЕМ (предложение 14 книги У). Но <оно также» и меньше; 
это же нелепо. Значит, не будет, что как круг АВСО 
к кругу ЕН, так и конус АЁ к некоторому меньшему 
конуса ЕМ№ телу. Подобным же вот образом докажем, что 
не будет ‘как круг Е/НО к кругу АВСО, так и конус ЕМ 
к некоторому меньшему конуса АГ телу. 

Вот я утверждаю, что не будет и как круг АВСО 
к кругу Е/НО, так и конус АЁ к некоторому большему 
конуса ЕМ телу. 

Действительно, если возможно, то пусть будет к боль- 
шему Х; обратно (предложение 7 книги У, следствие), зна- 
чит, будет, что как круг ЕО к кругу АВСО, так и 
тело Х к конусу АЁ. Но’как тело Х к конусу АГ, так и 
конус ЕМ к некоторому меньшему конуса АЛ телу (предло- 
жение 2, лемма); и значит, как круг Е/НЧО к кругу АВСО, 
так и конус ЕМ к некоторому меньшему конуса АД, телу; 
это же, как доказано, невозможно. Значит, не будет, что 
как круг АВСО к кругу Е1НО, так и конус АЁ к некото- 
рому большему конуса ЕМ№ телу. Доказано же, что и не 
к меньшему; значит, будет, что как круг АВСО к кругу 
ЕТНО, так и конус АЁ к конусу ЕМ. 

Но как конус к конусу, так и цилиндр к цилиндру; ибо 
каждый каждого втрое больше (предложение 10). И значит, 
как круг АВСО к кругу Е1Н СО, так и «восставленные» на 
них равновысокие [с конусами| цилиндры *). 

Итак, находящиеся под той же самой высотой конусы 
и цилиндры будут друг к другу, как основания. 


Предложение 12 


Подобные конусы и цилиндры будут друг к другу 
8 тройном отношении Зиаметров оснований. 

Пусть будут подобные конусы и цилиндры, основания 
которых круги АВСО, Е/НО, диаметры же оснований ВО, 
ГА, оси же конусов н цилиндров КЁ, ММ; я утверждаю, 


*") Слова в квадратных скобках, вероятно, представляют очень 
древнюю глоссу, так как по существу дело идёт о равновысоких 
между собой цилиндрах (Гейберг). 
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что конус, основание которого [есть] круг АВСО, вер- 
шина же точка Г, к конусу, основание которого [есть] 
круг ЕО, вершина же точка №, имеет тройное отноше- 
ние ВО к /С (черт. 12). 

Действительно, если конус АВСОГ к конусу ЕТНОМ 
не имеет тройного отношения ВО к [(, то конус АВСО 
будет иметь тройное отношение или к какому-нибудь телу, 
меньшему конуса ЕНОМ, или же к большему. Пусть 

и сперва он будет иметь 

к меньшему Х, ив 

круг Е/НО —впишем 

р, квадрат Е/НО (пред- 
ложение 6 книги [\); 

значит, квадрат Е/НО 

будет больше полови- 

ны круга Е7/НО. И вос- 

ставим на квадрате 

Е1ТНС пирамиду, име- 

Я ющую с конусом ту 
же самую вершину; 

значит, восставленная 
пирамида будет боль- 

ше, чем половинная 

Черт. 12. часть конуса. Вот раз- 

делим обводы ЕЛ, /Н, 

На, СЕ пополам в точках О, Р, Ю, $ и соединим ЕО, 
ОГ, ГР, РН, НЮ, ЮС, 0$, 5$Е. И значит, каждый из 
треугольников ЕО, ГРН, НЮО, @$Е будет больше, чем 
половинная часть «соответствующего» ему сегмента круга. 
И на каждом из треугольников ЕОГ, ГРН, НРСО, ($58 
восставим пирамиду, имеющую ту же самую вершину, 
что и конус; и, значит, каждая из восставленных пира- 
ипд будет больше, чем половинная часть ‹«соответству- 
ющего>» ей сегмента конуса. Вот, разделяя пополам 
остающиеся обводы, соединяя прямые, восставляя на 
каждом из треугольников пирамиды, имеющие ту же вер- 
шину, что и конус, и делая это постоянно, получим 
в остатке некоторый отрезочек конуса, который будет 
меньше того избытка, на какой конус Е/НОМ превосхо- 
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дит тело Х. Пусть он получен и будет «взятыми вместе 
отрезочками» на ЕО, ОГ, [Р, РН, НЬЮ, ЮСЦ, 45, 5Е; зна- 
чит, остающаяся пирамида, основание которой есть много- 
угольник ЕО/РНЮО$, вершина же точка №, будет больше 
тела Х. Впишем и в круг АВСР подобный многоугольник 
ЕОГРНЮС$ и подобно <с ним» расположенный многоуголь- 
ник АТВОСЕДО (предложение 18 книги УП), и восставим 
на многоугольнике АГВИСЕОО пирамиду, имеющую ту же 
самую вершину, что и конус, и пусть СВТ будет один из 
треугольников, объемлющих пирамиду, основание которой 
есть многоугольник АТВИСЕРО, вершина же точка Ё, а 
МГО — один из треугольников, объемлющих пирамиду, ос- 
нование которой многоугольник ЕО/РНЮСЦ$, вершина же 
точка №, и соединим АТ; МО. И поскольку конус АВСОЕ 
подобен конусу ЕГНО, то, значит, будет, что как ВО к ГС, 
так и ось КЁ к оси ММ (определение 24 книги Х]). Как же 
ВО к ГО, так и ВК к ГМ; и значит, как ВК к ГМ, так 
и АЁ к ММ. И перестановкой (предложение 16 книги \) — 
как ВК к КЕ, так и [М к ММ. И при равных углах ВКЕ, 
ММ стороны пропорциональны; значит, треугольник ВКЁ 
будет подобен треугольнику //ММ (предложение 6 книги У]. 
Затем, поскольку будет, что как ВК к КТ, так и Г/М 
к МО, и «они» при равных углах ВКТ, [МО, так как 
вот какой частью четырёх прямых при центре А является 
угол ВАТ, той же самой частью четырёх прямых при 
центре /М будет и угол //МО; поскольку теперь при рав- 
ных углах стороны пропорциональны, то, значит, треуголь- 
ник ВКТ будет подобен треугольнику /МО. Затем, по- 
скольку доказано, что как ВК к КГ, так и [М к ММ, и 
ВК равна КТ, [М же — ОМ, то, значит, будет, что как 
ТК к КЕ, таки ОМ к ММ. И при равных углах ТАГ, 
ОММ (ибо они прямые) стороны пропорциональны; значит, 
треугольник [КТ будет подобен: треугольнику №М/М0О (пред- 
ложение 6 книги \]) И поскольку вследствие подобия тре- 
угольников АВ, ММГ будет, что как ГВ к ВК, так и 
МГ к ГМ, вследствие же подобия треугольников ВКТ, ГМО 
будет, что как АВ к ВТ, так и МГ к ГО (определение 1 
книги \[), то, «по равенству» (предложение 22 книги \,), 
как В к ВТ, так и №/ к ГО. Затем, вследствие подобия. 
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треугольников ГТА, МОМ будет, что как ГТ к ТК, так 
и МО к ОМ, вследствие же подобия треугольников ТКВ, 
ОМГ будет, что как КТ к ТВ, так и МО к ОГ, то «по 
равенству», значит, как РСТ к ТВ, так и №О и ОГ. Дока- 
зано же, что и как ТВ к ВЕ, так и ОГ к/М№. «По ра- 
венству», значит, как ГР к [В, так и ОМ к МГ. Значит, 
у треугольников СТВ, МОГ стороны пропорциональны; зна- 
чит треугольники СТВ, МОГ равноугольны (предложение 5 
книги \Т); так что они и подобны (определение 1 книги У]. 
И значит, пирамида, основание которой треугольник ВАТ, 
вершина же точка [, будет подобна пирамиде, основание 
которой треугольник //МО, вершина же точка №, ибо они 
заключаются между равными по количеству подобными пло- 
скостями (определение 9 книги Х]. Подобные же пира- 
миды, имеющие треугольные основания, будут друг к другу 
в тройном отношении соответственных сторон (предложе- 
ние 8). Значит, пирамида ВКТЕ к пирамиде //МОМ имеет 
тройное отношение ВА к /М. Подобным же вот образом, 
соединяя прямыми от А, О, Д, Ё, С, Ок Киот Е, 5, 
С, Ю, Н, Р к М и восставляя на каждом из треуголь- 
ников пирамиды, имеющие ту же вершину с конусами, до- 
кажем, что каждая занимающая *) определённое положение 
пирамида к каждой занимающей такое же положение пи- 
рамиде будет иметь тройное отношение соответствующей 
стороны ВК к соответствующей стороне /М, то-есть <от- 
ношение» ВО к ГС. И как один из предыдущих к одному 
из последующих, так и все предыдущие ко всем после- 
дующим (предложение 12 книги \); значит, будет, что и 
как пирамида ВАТ/Г. к пирамиде //МОМ, так и вся пира- 
мида, у которой основание многоугольник АГВОСЕОО, вер- 
шина же точка Д, ко всей пирамиде, основание которой 
многоугольник ЕО/РНЮО$, вершина же точка №; так что 
и пирамида, основание которой АТВИСЕОО, вершина же Д, 
к пирамиде, основание которой многоугольник ЕО/РНЮО$, 
вершина же точка №, имеет тройное отношение ВД к /(. 
Предполагается же, что и конус, основание которого круг 
АВСО, вершина же точка Г, имеет к телу Х тройное 


*) В подлиннике 0019106 —от 040 — подобный и тазто — 
ставлю по порядку. 
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отношение ВО к ГС; значит, будет, что как конус, основа- 
ние которого круг АВСО, вершина же Г, к телу Х, так 
и пирамида, основание которой [многоугольник] АТВИСРОО, 
вершина же /, к пирамиде, основание которой многоуголь- 
ник ВО/РНЮО$, вершина же №; значит, «перестановкой» 
(предложение 16 книги \У), как конус, основание которого 
круг АВСО, вершина же /, к «содержащейся» в нём пи- 
рамиде, основание которой многоугольник АТВОСЕЬОС, 
вершина же /, так и [тело] Х к пирамиде, основание ко- 
торой многоугольник ЕО/РНЮСЦ$, вершина же №. Упомя- 
нутый же конус больше <заключающейся> в нём пирамиды, 
ибо он объемлет её, значит, и тело Х больше пирамиды, 
основание которой многоугольник ЕО/РНЮО$, вершина 
же №. Но оно <такжеу и меньше; это же невозможно. 
Значит, конус, основание которого круг АВСО, вершина же 
[точка] Ё к некоторому телу, меньшему конуса, основание 
которого круг Е/НО, вершина же точка М, не будет иметь 
тройного отношения ВО к ГО. Подобным же вот образом 
докажем, что также и конус Е/НЯМ не будет иметь трой- 
ного отношения /О к ВО к некоторому меньшему конуса 
АВСРЬЕ, <тзлу». 

Вот я утверждаю, что конус АВСОГ не будет также 
иметь тройного отношения ВО к [С к некоторому телу, 
большему конуса Е/НОМ. 

Действительно, если возможно, то пусть он будет иметь 
его к большему Х. Значит, обратно (предложение 7 книги \, 
следствие), тело Х к коляусу АВСОЕ имеет тройное отно- 
шение /О к ВО. Как же тело Х к конусу АВСЛЕ, так и 
конус В/НОМ к некоторому телу, меньшему конуса АВСРОГ. 
(предложение 2, лемма). И значит, конус Е/НОМ к неко- 
торому телу, меньшему конуса АВСОЁ, имеет тройное от- 
ношение /С к ВО; это же, как доказано, невозможно. 
Значит, конус АВСШГ не имеет тройного отношения ВО 
к ГС к некоторому телу, болынему конуса ЕГНЯМ. Дока- 
зано же, что <он не имеет его» и к менышему. Значит, 
конус АВСОГ к конусу ЕИНОМ имеет тройное отношение 
ВО к 15. 

Как же конус к конусу, так и цилиндр к цилиндру; 
ибо цилиндр, «находящийся» на том же основании, что и 
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конус и равновысокий ему, будет втрое больше этого ко- 
нуса (предложение 10). И значит, цилиндр к цилиндру 
имеет тройное отношение ВО к /О(. 

Итак, подобные конусы и цилиндры будут друг к другу 
в тройном отношении диаметров оснований, что и требо- 
валось доказать. 


Предложение 13 


Если цилиндр сечётся плоскостью, параллельной про- 
тивоположным плоскостям, то будет, что как цилиндр 
к цилиндру, так и ось к оси. 

Пусть цилиндр АД сечётся плоскостью НО, параллель- 
ной противоположным плоскостям АВ, СО, и пусть пло- 
скость НО встречается с 
осью в точке А; я утвер- 
кдаю, что будет как ци- 
тиндр ВН к цилиндру 
НО, таки ось ЕК к оси 

Р 5 В 20 @к1 (черт. 13). 
Черт. 13. Действительно, — про- 
должим ось ЕГ в обе сто- 
роны до точек Х, М, отложим сколько-нибудь <прямых> ЕМ, 
М№Г, равных оси ЕК, и сколько-нибудь прямых ГХ, ХМ, 
равных /К, и вообразим на оси СМ цилиндр О, основания 
которого круги ОР, РО. И через точки №, Х проведём 
плоскости, параллельные «как» АВ, СО, <так» и основа- 
ниям цилиндра ОО, и пусть они образуют круги Ю$, ТИ 
около центров №, Х. И поскольку оси ЁМ, МЕ, ЕК равны 
друг другу, то, значит, цилиндры РА, ЮВ, ВН, будут друг к 
другу, как основания (предложение 11). Основания же равны, 
равны значит, друг другу и цилиндры РЮ, ЮВ, ВН. Теперь, 
поскольку оси [№ М№Е, ЕК равны друг другу, также и 
цилиндры РЮ, ЮВ, ВН равны друг другу, и количество 
«одних» равно количеству «других», то, значит, сколько 
раз ось КЁ будет кратной оси ЕК, столько же раз и ци- 
линдр РН будет кратным цилиндра НВ. На том же вот 
основании и сколько раз ось МК будет кратной оси АГ, 
столько же раз и цилиндр ОН будет кратным цилиндра НО. 
И если ось КЁ равна оси А/М, то и цилиндр РН будет 
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равен цилиндру НО, если же <одна» ось больше <другой» 
оси, то и цилиндр будет больше цилиндра, и если меньше, 
то — меньше. Вот для четырёх имеющихся величин, «именно» 
осей ЕК, КГ и цилиндров ВН, НО, взяты равнократные — 
для оси ЕК и цилиндра ВН — ось ЕК и цилиндр РН, для 
оси же К/ и цилиндра НР — ось КМ и цилиндр НО, и 
доказано, что если ось КГ превосходит ось КМ, то и ци- 
линдр РН превосходит НО, и если равны, то — равны, п 
если меньше, то — меньше. Значит, будет, что как ось ЕК 
к оси АГ, так и цилиндр ВН к цилиндру НО (определе- 
ние 5 книги \), что и требовалось доказать. 


Предложение 14 


Находящиеся на равных основаниях конусы и ци- 
линдры будут друг к другу, как высоты. 

Пусть на равных основаниях —— кругах АВ, СО —бу- 
дут цилиндры ЕВ, ГО; я утверждаю, что будет как ци- 
линдр ЕВ к цилиндру Г), так и ось НС коси КГ (черт. 14). 

Действительно, продолжим 
ось КЁ до точки М, отложим 
ГМ равной оси НО и вообразим 
на оси [М цилиндр СМ. Те- 
перь, поскольку цилиндры ЕБ, 

СМ находятся под той же са- 2 

мой высотой, то они будут друг 

к другу, как основания (предло- 

жение 11); основания же равны 

друг другу; значит, булут равны А В 
и цилиндры ЕВ, СМ. И по- Черт. 14. 

скольку цилиндр //М рассечён 

плоскостью СДО, параллельной противоположным плоскостям, 
то, значит, будет, что как цилиндр СМ к цилиндру ГГ), 
так и ось СМ к оси АР (предложение 13). Цилиндр же СМ 
равен цилиндру ЕВ, ось же [№ — оси НО; значит, будет, 
что как цилиндр ЕВ к цилиндру /), так и ось НС к оси КГ. 
Как же цилиндр ЕВ к цилиндру /), так и конус АВН 
к конусу СОК (предложение 10). И значит, как ось На 
к оси АЁ, так и конус АВН к конусу СОК и цилиндр ЕВ 
к цилиндру /О), что и требовалось доказать. 
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Предложение 15 


У равных конусов и цилиндров основания обратно 
пропорциональны высотам; и у каких конусов и цилино- 
ров основания обратно пропорциональны высотам, те 
будут равны. 

Пусть будут равные конусы и цилиндры, основания ко- 
торых круги АВСО, ЕНО, диаметры же их АС, ЕН, 
оси же АХ, ММ, которые будут и высотами этих конусов 
и цилиндров, и дополним цилиндры АО, БО. Я утверж- 
даю, что у цилиндров АО, ЕО основания обратно пропор- 


Черт. 15. 


пиональны высотам, и будет как основание АВСО к осно- 
ванию Е/НАО, так и высота ММУ к высоте КЁ (черт. 15}. 

Действительно, высота [А или будет равна высоте ММ, 
или нет. Пусть спзова будет равна. Также и цилиндр А@ 
равен цилиндру ЕО. Находящиеся же под той же самой 
высотой конусы и цилиндры будут друг к другу, как ос- 
нования (поедложение 11); значит, и основание АВСО 
равно основанию Е/Н@. Так что и обратно пропорцио- 
нально — как основание АВСО к основанию Е/НО, так и 
высота ММ к высоте АР 

Но вот пусть ‘высота СК’ не будет равна ММ, но пусть 
ММ будет больше, и от высоты ММ отнимем РХ, равную 
КГ, и через точку Р плоскостью Т{$, параллельной пло- 
скости кругов Е/НАа, ЮО, рассечём цилиндр ЕО и вообра- 
зим цилиндр Е$ на основании — круге ЕНО с высотой М№Р. 
И поскольку цилиндр А@ равен цилиндру ЕО, то, значит, 
будет — как цилиндр АС к цилиндру Е$, так и цилиндр ЕО 
к цилиндру Е$ (предложение 7 книги У). Но как цилиндр 
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АО к цилиндру Е$, так и основание АВСО к Е!НО, ибо 
цилиндры АО, Е$ будут под той же самой высотой (пред- 
ложение 11); как же цилиндр ЕО к Е$, так и высота ММ 
к высоте РМ, ибо цилиндр ЕО рассечён плоскостью, являю- 
щейся параллельной противоположным плоскостям (предло- 
жение 13). Значит, будет, что и как основание АВСО 
к основанию Е/НО, так и высота ММ к высоте РМ. Вы- 
сота же РМ равна высоте А’); значит, будет как основание 
АВСО к основанию Е/НО, так и высота ММ к высоте КГ. 
Значит, у цилиндров АО, ЕО основания обратно пропор- 
циональны высотам. 

Но вот пусть у цилиндров АО, ЕО основания обратно 
пропорциональны высотам, и пусть будет, что как основа- 
ние АВСО к основанию *Е/НС, так и высота ММ к вы- 
соте КД; я‘утверждаю, что цилиндр АО будет равен ци- 
линдру БО. 

Действительно, после тех же самых построений, поскольку 
будет, что как основание АВСО к основанию Е/НО, так 
н высота ИМ к высоте КЁ, высота же КЛ равна высоте РУ, 
то, значит, будет, что как основание АВСРО к основанию. 
ЕТНО, так и высота ММ к высоте Р№. Но как основание 
АВСРО к основанию ЕН, так и цилиндр АО к цилиндру 
Ех, ибо они под той же самой высотой (предложение 11); 
как же высота ММ к [высоте] РУ, так и цилиндр ЕО 
к цилиндру Е$ (предложение 13); значит, будет, что как 
цилиндр АО к цилиндру ЕЗ, так и цилиндр ЕО к Е5. 
Значит, цилиндр АО равен цилиндру ЕО (предложение 9 
книги У). Таким же точно образом и относительно конусов, 
что и требовалось доказать (16, 17, 18, 19). 


Предложение 16 


При наличии двух кругов около того же самого центра 
вписать в больший круг равносторонний и чётносторон- 
ний многоугольник, не касающийся меньшего круга. 

Пусть данные два круга будут АВСО, ЕНО около 
того же самого центра К; нужно вот вписать в больший 
круг АВСР равносторонний и чётносторонний многоугольник, 
не касающийся круга Е/НО (черт. 16). 
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Проведём через центр К прямую ВКО и из точки Н 
под прямыми «углами» к прямой ВО проведём НА и дове- 
дём до С; значит, АС касается круга ЕШНО (предложение 
16 книги Ш, следствие). Вот, разделив обвод ВАД пополам 
и половину его пополам, и делая это постоянно, мы <когда- 

д нибудь» получим в остатке обвод, 
меньший АД (предложение 1 кни- 


ги Х). Пусть он получен и будет 
(, > \ ГО; из точки /. проведём перпенди- 
7; р куляр [ГМ на ВО, доведём до № 


| и соединим О, ОМ; значит, ГО 

будет равна ОМ (предложение 3 

№ книги Ш, предложение 4 книги |). 

С И поскольку М параллельна АС 

Черт. 16. (предложение 28 книги 1), АС же 

касается круга Е/НО, то, значит, 

Г/М не касается круга Е/НО; значит, и подавно Г), ОМ 

не касаются круга ЕТНО. Вот, если будем в круг АВС 

вставлять одну за другой равные Г) прямые (предложе- 

ние 1 книги ГУ), то в круг АВСР впишется равносторонний 

и чётносторонний многоугольник, не касающийся меньшего 
круга Е/НО, что и требовалось сделать. 


Предложение 17 


При наличии двух сфер около того же самого центра 
вписать в ббльшую сферу многогранное тело, не касаю- 
щееся поверхности *) меныией сферы. 

Вообразим две сферы около того же самого центра А; 
вот требуется вписать в большую сферу многогранное тело, 
не касающееся поверхности меньшей сферы (черт. 17) **). 

Пересечём эти сферы через центр какой-нибудь плоско- 
стью; тогда эти сечения будут кругами, поскольку сфера 
получилась при неподвижности диаметра и вращении полу- 
круга (определение 14 книги ХГ), так что и в каком бы 


*) Буквально — «по поверхности»: хата ту пифдунау. 
+*) В дополнение к черт. 17 (имеющемуся в издании Гейберга) 
мы даём более наглядный черт. 17 Ъ1$ по изданию Хизса. 
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положении мы ни вообразили полукруг, проведённая через 
него плоскость образует на поверхности сферы круг. И 
очевидно, что и наибольший, поскольку ведь диаметр сферы, 
который будет диаметром и полукруга и, конечно, и круга, 
будет больше всех [прямых|, проведённых в круге или 


Е 


Черт. 17. 


сфере (предложение 15 книги Ш). Пусть теперь в большей 
сфере будет круг ВСОЁЕ, в меньшей же сфере круг /НО; 
и проведём два их диаметра ВО, СЕ под прямыми ‹уг- 
лами> друг к другу, и при наличин двух кругов около 
того же самого центра, «именно ВСЕ, НО, впишем 
в большой круг равносторонний и чётносторонний много- 
угольник, не касающийся меньшего круга /Н@ (предложе- 


1 Евклид, т. 11 
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ние 16); пусть его стороны в квадранте *) ВЕ будут ВК, 
КГ, ГМ, МЕ; соединяющую КА доведём до М, из 
точки А под прямыми <углами> к плоскости круга ВСОЕ 
восставим перпендикуляр АХ, и пусть он встречается с по- 
верхностью сферы в Х, и через эту АХ и каждую из ВО, 


Черт. 17 $. 


КМ проведём плоскости; вот они согласно вышесказанному 
будут на поверхности сферы образовывать наибольшие круги. 
Пусть они образуют те, у которых полукруги на диаметрах 
Вр, КМ будут ВХР, КХМ. И поскольку ХА перпендику- 
лярна к плоскости круга ВСОЕ, то, значит, и все плоско- 
сти, проходящие через ХА, будут перпендикулярны к пло- 


%) =» зо ВЕ тетарттнори. 
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скости круга ВСОЕ (предложение 18 книги ХГ), так что и 
полукруги ВХР, КХМ будут перпендикулярны к плоскости 
круга ВСОЕ. И поскольку полукруги ВЕР, ВХ, КХМ 
равны (ибо они находятся на равных диаметрах ВО, КМ), 
то, значит, будут равны друг другу и квадранты ВЕ, ВХ, 
КХ. Значит, сколько сторон многоугольника будет в квад- 
ранте ВЕ, столько же прямых, равных ВК, КЕ, ЕМ, МЕ 
будет и в квадрантах БХ, КХ. Впишем их и пусть они 
будут ВО, ОР, РЮ, ЮХ, КФ, $Т, ТИ, ИХ; соединим 50, 
ТР, ОЮ, и из <точек> О, $ проведём перпендикуляры на 
плоскость круга ВСОЕ; вот они попадут на общие сечения 
ВО, КМ этих плоскостей <с плоскостью круга ВСШОЕ», 
поскольку ведь и плоскости <полукругов> ВХ, КХМ пер- 
пендикулярны к плоскости круга ВСОЕ (определение 4 
книги Х!). Пусть они попадут, и будут ОР, $0, и соеди- 
ним ОР. И поскольку в равных полукругах ВХО, КХМ 
отложены равные <дуги> ВО, К5 (предложение 28 книги Ш), 
и проведены перпендикуляры ОР, $©, то [значит|] и ОР 
равна $©, ВЕ же — КО (предложение 27 книги Ш, пред- 
ложение 26 книги 1). Но также и вся ВА равна всей КА; 
значит, и остаток КА равен остатку ОА; значит, будет, 
что как ВР к РА, так и КО к ОА; значит, ОР будет па- 
раллельна АВ (предложение 2 книги У]. И поскольку каж- 
дая из ОЁ, 50 перпендикулярна к плоскости круга ВСОРК, . 
то, значит, ОЁ будет параллельна $0 (предложение 6 
книги Х]). Доказано же, что она и равна ей; и значит, ОР, 
ЗО будут равны и параллельны (предложение 33 книги 1). 
И поскольку ОР параллельна $О, но ОР параллельна КВ, 
то, значит, и $О будет параллельна АВ (предложение 30 
книги Г). И соединяют их ВО, К$; значит, четырёхуголь- 
ник АВО$ будет в одной плоскости, поскольку ведь если 
будут две параллельные прямые и на каждой из них взяты 
произвольные точки, то соединяющая эти точки прямая 
будет в той же самой плоскости, что и параллельные (пред- 
ложение 7 книги ХГ). На том же вот основании и каждый 
из четырёхугольников 5ОРТ, ТРЮО будет находиться в од- 
ной плоскости. Так же и треугольник (ЮХ находится в од- 
ной плоскости (предложение 2 книги ХГ). Вот если вообра- 
зим из точек О, $, Р, Т, Ю, И соединяющие «их» с А прямые, 


7ж* 
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то составится некоторая телесная многогранная фигура между 
окружностями ВХ, КХ, составленная из пирамид, основания 
которых будут четырёхугольники КВО$, $ОРТ, ТРКИ и 
треугольник ОЮХ, вершина же в точке А. Если же мы и 
на каждой из сторон АЁ, ГМ, МЕ произведём те же самые 
построения, что и на ВК, а затем и в остальных трёх 
квадрантах, то получится некоторая многогранная фигура, 
вписанная в сферу и состоящая из пирамид, основания ко- 
торых будут упомянутые четырёхугольники и треугольник 
(ЮХ, а также одинаково с ними расположенные *), вершина 
же в точке А. 

Я утверждаю, что упомянутый многогранник не будет 
касаться меньшей сферы по поверхности, на которой нахо- 
дится круг /НО. 

Из точки А на плоскость четырёхугольника КВО$ про- 
ведём перпендикуляр АЙ, и пусть он встретится с этой 
плоскостью в точке 1; соединим В, ГК. И поскольку АЙ 
перпендикулярна к плоскости четырёхугольника АВО$, то 
она, значит, будет перпендикулярна и ко всем касающимся 
её прямым, находящимся в плоскости четырёхугольника 
(определение 3 книги ХТ). Значит, АЙ будет перпендику- 
лярна и к каждой из ВИ, ГК. И поскольку АВ равна АК, 
то и квадрат на АВ равен квадрату на АК. И квадрату 
на АБ равны квадраты на АЙ, ГВ (ибо <угол» при 7 пря- 
мой), квадрату же на АК равны квадраты на АЙ, ГК (пред- 
ложение 47 книги [). Значит, квадраты на АЙ, (В будут 
равны квадратам на АЙ, (К. Отнимем об.цее — квадрат 
АЙ; значит, остаток — квадрат на ВИ — будет равен ос- 
татку — квадрату на К; значит, ВХ равна К. Подоб- 
ным же вот образом докажем, что и прямые, соединяю- 
щие 1 с Ои5, будут равны каждой из ВЯ, К. Значит, 
описанный из центра 2 раствором одним из В, ГК 
круг пройдёт и через О, 5, и четырёхугольник КВО5 
будет в круге. 

И поскольку КБ больше ОР, ОЕ же равна $О, то, 
значит, КВ больше $О. Но КВ равна каждой из КУ, ВО; 
значит, и каждая из К5, ВО будет больше $0. И поскольку 


*) та орота ато. 
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в круге будет четырёхугольник КВО$ и <прямые> КВ, ВО, 
Кэ равны, и ОЗ меньше <их», и ВИ будет прямой из 
центра *) этого круга, то, значит, квадрат на КВ будет 
более чем вдвое больше квадрата на ВУ **). Проведём из К 
к ВЕ перпендикуляр КУ ***). И поскольку ВО более чем 
вдвое меньше ДУ, и будет, что как ВО к РУ, так и <пря- 
моугольник> между ОВ, ВУ к <прямоугольнику» между 
ру, УВ, то, если построить на ВУ квадрат и дополнить 
прямоугольник ****) на УД, то, значит, и «прямоугольник» 
между ОВ, ВУ будет менее чем вдвое больше ‹прямо- 
угольника» между ДУ, ИВ. И при проведении соединяющей 
КО «прямоугольник» между ОВ, ВУ будет равен квадрату 
на ВК, «прямоугольник» .же между ДУ, ИВ равен квадрату 
на КУ (предложение 31 книги Ш; предложение 8 книги УТ, 
следствие); значит, квадрат на АВ будет менее чем вдвое 
больше квадрата на АУ. Но квадрат на КВ более чем 
вдвое больше квадрата на ВИ; значит, квадрат на АКИ 
больше квадрата на ВУ. И поскольку ВА равна КА, то и 
квадрат на ВА будет равен квадрату на АК. И квадрату 
на ВА равны «вместе взятые» квадраты на ВХ, ГА, квад- 
рату же на КА равны «вместе взятые» квадраты на АТ, 
ГА (предложение 47 книги Г); значит, квадраты на ВИ, ГА 
будут равны квадратам на КУ, ГА, из которых квадрат 
на АУ больше квадрата на В; значит, остаток — квадрат 
на ИА будет меньше квадрата на ГА. Значит, АЙ боль- 
ше АИ; значит, и подавно АЙ больше АН. И АГ «<пер- 
пендикуляр, опущенный» на одно из оснований многогран- 
ника АН же —на поверхность меньшей сферы; так что. 


*) То-есть радиусом. 

**) Ибо отдельные стороны АВ, ВО, К5 будут больше стороны 
вписанного квадрата, которая равна ВЁ У2 (Гейберг). 

***) Легко можно доказать, что этот перпендикуляр попадёт 
в самую точку Р, и это имеет в виду исправление Теона, кото- 
рый везде заменяет У через АР. Но тогда ему следовало бы до- 
казать, что АК будет перпендикуляром. Евклид или не понял 
этого, или, что я считаю более вероятным, не обратил на это 
внимания, так как это не имеет значения для сущности доказа- 
тельства (Гейберг). 


НИ 
ия 


#) то лаза\\).0 сазльоу, 
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многогранник не будет касаться меньшей сферы по поверх- 
ности *) 

Итак, при наличии двух сфер около того же самого 
центра вписано в большую сферу многогранное тело, не 
касающееся поверхности меньшей сферы, что и требовалось 
сделать (20). 


Следствие 


Если же и в другую сферу вписано многогранное тело, 
подобное многогранному телу в сфере ВСЕ, то многогран- 
ное тело в сфере ВСОЕ к многогранному телу в другой 
сфере имеет тройное отношение диаметра сферы ВСОЕ 
к диаметру другой сферы. Действительно, если разделить 
эти тела на равночисленные и одинаково расположенные 
пирамиды, то эти пирамиды будут подобными. Подобные 
же пирамиды будут друг к другу в тройном отношении 
соответственных сторон (предложение 8, следствие); значит, 
пирамида, основание которой есть четырёхугольник АВО5, 
вершина же точка А, имеет к одинаково расположенной 
пирамиде в другой сфере тройное отношение соответствен- 
ной стороны к соответственной стороне, то-есть «прямой» 
АВ из центра **) сферы с центром А к <прямой» из центра 
другой сферы. Точно так же и каждая пирамида из тех, 
что в сфере с центром А, к каждой одинаково распо- 
ложенной пирамиде из тех, что в другой сфере, будет 
иметь тройное отношение ‹прямой» АВ к «прямой» из 
центра другой сферы. И как один из предыдущих к одному 
из последующих, так и все предыдущие ко всем после- 
дующим (предложение 12 книги \); так что всё многогран- 
ное тело в сфере с центром А ко всему многогранному 
телу в другой [сфере] будет иметь тройное отношение 
«прямой> АВ к «прямой» из центра другой сферы, то-есть 
диаметра АВ к диаметру другой сферы, что и требовалось 
доказать. 


*) Действительно, то же самое можно почти аналогично до- 
казать и для остальных оснований рассматриваемого тела (Гейберг). 
**) То-есть радиуса. 
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Предложение 18 


Сферы находятся друг к другу в тройном отношении 
собственных диаметров. 

Вообразим сферы АВС, ДЕТ, и их диаметры ВС, ЕГ 
я утверждаю, что сфера АВС к сфере ДЕТ имеет тройное 
отношение ВС к Е! (черт. 18). 

Действительно, если сфера АВС к сфере ДА! не имеет 
тройного отношения ВС к ЕГ, то сфера АВС будет иметь 


Черт. 18. 


тройное отношение ВС к Е! или к некоторой меньшей, 
чем сфера ОДЕТ, или же к большей. Пусть сперва она будет 
иметь к меньшей, именно к «сфере» НОК; вообразим <сфгру» 
ОЕТ около того же самого центра, что и «сфера» НОК, 
и впишем в большую сферу ДЕ/ многогранное тело, не 
касающееся поверхности меньшей сферы НОСОК (предложе- 
ние 17), впишем также и в сферу АВС многогранное тело, 
подобное многогранному телу в сфере ДЕГ; значит, много- 
гранное тело в АВС к многогранному телу в ОЕ! имеет 
тройное отношение ВС к Е! (предложение 17, следствие). 
Также и сфера АВС имеет к сфере НОК тройное отноше- 
ние ВС к ЕГ; значит, будет, что как сфера АВС к сфере 
НОСОК, так и многогранное тело в сфере АВС к мчогогран- 
ному телу в сфере ДЕГ; [значит], перестановкой (предло- 
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жение 16 книги \), как сфера АВС к многограннику в ней, 
так и сфера НОСОК к многогранному телу в сферг ДЕГ. Сфера 
же АВС больше многогранника в ней; значит, и сфера 
НОСОК болыше многогранника в сфере ОДЕТ (предложение 14 
книги У). Но она и меньше; ибо она объемлется им. Зна- 
чит, сфера АВС к меньшей, чем сфера ДЕТ, не имеет 
тройного отношения диаметра ВС к ЕГ. Подобным же вот 
образом докажем, что и сфера ДЕ/ к меньшей, чем сфера 
АВС, не имеет тройного отношения Е/ к ВС. 

Вот я утверждаю, что сфгра АВС и к некоторой большей, 
чем сфера ДЕ/, не имеет тройного отношения ВС к Е!. 

Действительно, если возможно, то пусть она имеет <его» 
к большей «сфере» Г./ММ; значит, обратно (предложение 7 
книги \У, следстзие), сфера /./Л/ИМ к сфере АВС имеет трой- 
ное отношение диаметра Е! к диаметру ВС. Как же сфера 
ЕММ к сфере АВС, так и сфера ДЕ! к некоторой мень- 
шей, чем сфера АВС, поскольку ведь [ММ больше ДЕГ, 
как было доказано ранее (предложение 2, лемма). Значит, 
и сфера ДЕГ к некоторой меньшей, чем сфера АВС, имеет 
тройное отношение Е/ к ВС; что, как доказано, невозможно. 
Значит, сфера АВС к некоторой большей, чем сфера ДЕТ, 
не имеет тройного отношения ВС к ЕГ. Доказано же, что 
и не к меньшей. Значит, сфера АВС к сфере ОДЕТ имеет 
тройное отношение ВС к ЕР, что и требовалось доказать 
(21, 22, 23). 


—— 
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Поедложение 1 


Если прямая линия. разделена в крайнем и среднем 
отношении, то больший отрезок с присоединением поло- 
вины всей <линии> в квадратах «будет равен> упяте- 
рённому*) квадрату на половине. 

Пусть прямая линия АВ разделена в крайнем и среднем 
отношении в точке С, и пусть больший отрезок будет АС; 
по прямой с СА продолжим прямую , 
АР и положим АД равной» поло- 
вине АВ; я утверждаю, что квадрат 
на СО будет упятерённым квадратом 
на ДА (черт. 1). 

Действительно, надстроим на АВ, 
ОС квадраты АЕ, ОГ, вычертим в О/ 
обычную фигуру **) и продолжим /С 
до Н. И поскольку АВ разделена в 
С в крайнем и ` среднем отношении, 
то, значит, прямоугольник на АВ, ВС 
будет равен квадрату на АС (опре- 
деление 3 и предложение 17 книги \]). К ий Е 
И прямоугольник на АВ, ВС есть СЁ, Черт. 1. 
квадрат же на АС <есть» ГС; значит, 

СЕ равен Г(.. И поскольку ВА есть удвоенная АД, и ВА 
разна КА, АД же — АС, то, значит, и КА будет удвоенной 


*) У Евклида очень сжато: п:у:ят)9ацюу 8буати — пятикратно 
квадрируется. 

"*) То же самое выражение, что в предложении 7 кииги П 
(см. т. |, стр. 68). 
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АС. Как же <прямая» КА к АС, так и «прямоугольник» 
СК к СС (предложение 1 книги \]); значит, СА ‹будет» 
удвоенным СС. Также и ГА, СС <будут вместе» удвоен- 
ным СС (предложение 43 книги 1). Значит, КС равен ЛО, СС. 
Доказано же, что ещё СЁ равен СГ; значит, весь квадрат 
АЕ будет равен гномону ММ№Х. И поскольку ВА есть 
удвоенная АД, то квадрат на ВА, т. е. АБ, будет учет- 
верённым квадратом на АД, <т. е.> ОА. Но АЕ равен 
гномону ММ№Х; и значит, гномон ММ№Х будет учетверён- 
ным ДО; значит, весь «квадрат» О/ будет упятерённым АО. 
И О/ есть квадрат на ОС, АО же — квадрат на ДА. 
Значит, квадрат на СО будет упятерённым квадратом на ДА. 
Итак, если прямая линия разделена в крайнем и среднем 
отношении, то больший отрезок с присоединением половины 
всей <линии>» в квадратах «будет» равен упятерёенному 
квадрату на половине, что и требовалось доказать. 


Предложение 2 


Если прямая линия в квадратах будет в пять раз 
больше своего отрезка, и если удвоенный упомянутый 
отрезок разделить в крайнем и 
среднем отношении, то остальная 
часть первоначальной прямой будет 
большим отрезком. 

Пусть прямая линия АВ в квад- 
ратах будет в пять раз больше сво- 
его отрезка АС, и пусть СО будет 
удвоенной АС; я утверждаю, что, 
если разделить СДР в крайнем и 
среднем отношении, то СВ будет 
большим отрезком (черт. 2). 

Действительно, надстроим на каж- 
дой из АВ, СШ квадраты АГ, СН, 

Черт. 2. вычертим в А/ обычную фигуру и 
продолжим ВЕ. И поскольку квадрат 

на ВА есть упятерённый квадрат на АС, то «квадрат» АГ 
будет упятерённым АС. Значит, гномон ММ будет учетве- 
рённым АС. И поскольку ОС есть удвоенная СА, то, значит, 
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квадрат на ОС, т. е. СН, будет учетверённым квадратом на 
СА, <т. е.» АЦ. Доказано же, что и гномон ИММХ есть упяте- 
рённый АС; значит, гномон ММХ будет равен <квадрату> СЛ. 
И поскольку ОС есть удвоенная СА, и ОС равна СА, АС 
же — СС [значит, и КС <есть> удвоенная СЦ], то, значит, и 
«прямоугольник» КВ будет удвоенным ВО. Также и ЁС, 
СВ «вместе» будут удвоенным СВ; значит, КВ будет ра- 
вен 2, СВ. Доказано же, что и весь гномон ММ№Х равен 
всему «квадрату» СН; значит, и остаток С] будет равен 
ВН. И ВН есть прямоугольник между СО, ОВ (ибо СО равна 
РОН), (1 же — квадрат на СВ; значит, прямоугольник между 
Ср, ОВ будет равен квадрату на СВ. Значит, будет, что 
как ОС к СВ, так СВ к ВО. Но ОС больше СВ (см. 
лемму); значит, и СВ больше ВЛ (предложение 14 книги У). 
Значит, при делении прямой СО в крайнем и среднем от- 
ношении большим отрезком будет СВ. 

Итак, если прямая линия в квадратах будет в пять раз 
больше своего отрезка, и если удвоенный упомянутый отре- 
зок разделить в крайнем и среднем отношении, то осталь- 
ная часть первоначальной прямой будет большим отрезком, 
что и требовалось доказать. 


Лемма *) 


А что удвоенная АС будет больше ВС, должно дока- 
зать так. 

Действительно, если не так, то пусть, если возможно, 
будет ВС удвоенной СА. Значит, квадрат на ВС «есть» 
учетверённый квадрат на СА; значит, квадраты на ВС, 
СА «вместе» будут упятерённым квадратом на СА. Прел- 
полагается же, что и квадрат на ВА будет упятерённым 
квадратом на СА; значит, квадрат на ВА будет равен 
квадратам на ВС, СА; это же невозможно (предложение 4 
книги П). Значит, СВ не будет удвоенной АС. Подобным же 
вот образом докажем, что и меньшая, чем СВ, «прямая» 
не будет удвоенной СА; ибо это ещё [более] нелепо. 

Значит, удвоенная АС будет больше СВ, что и требо- 
валось доказать. 


*) Подлинность этой леммы Гейберг считает весьма сомни- 
тельной. 
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Предложение 3 


Если прямая линия разделена в крайнем и среднем 
отношении, то меньший отрезок с прибавлением поло- 
вины большего отрезка будет в квадратах в пять раз 
больше квадрата на половине большего отрезка. 

Пусть некоторая прямая АВ будет разделена в крайнем 
и среднем отношении в точке С, и пусть больший отрезок 
будет АС; разделим АС пополам в Д); я утверждаю, что 
«квадрат» на ВО будет в пять раз больше «квадрата» на 
д И. С В ОС (черт. 3). 

Действительно, надстроим на АВ 
квадрат АЕ и вычертим двойную 
обычную фигуру. Поскольку АС есть 
удвознная ОС, то, значит, «квадрат» 
на АС, то-есть Ю5$, будет в четыре 
раза больше «квадрата» на ДОС, 
то-есть ИН. И поскольку <прямо- 
угольник» между АВ и ВС равен 

Черт. 3. «квадрату» на АС (определение 
3 и предложение 17 книги У! и 
«прямоугольник» между АВ, ВС есть СЁ, то, значит, 
СЕ будет равен Ю$. Но Ю$ в четыре раза больше 27; 
значит и СЁ в четыре раза больше ДН. Затем, посколь- 
ку «прямаях АД равна ОС, то и СК будет равна ` 
К7. Так что и квадрат НИ будет равен квадрату СД. 
Значит, «прямая» НК равна КД, то-есть ММ <равна> 
М№Е; так что и «прямоугольник» МЁ разен 2Е. Но МА 
равен СН; значит, и СН равен РЕ. Прибавим общий 
СМ: значит, гномон ХОР будет равен СЕ. Но доказа- 
но, что СЁ в четыре раза больше НИ; значит, и гно- 
мон ХОР будет в четыре раза болыше квадрата 2Н. Зна- 
чит, гномон ХОР и квадрат ДН будут в пять раз больше 
ЕН. Но гномон ХОР и квадрат Н есть «прямоугольник» 
ОМ. И ОМ есть <квадрат> на ОВ, НЕ же — «квадрат» 
на ОС. Итак, квадрат на АВ в пять раз больше квадрата 
на ОС, что и требовалось доказать. 
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Предложение 4 


Если прямая линия разделена в крайнем и среднем 
отношении, то вместе взятые квадраты на целой и на 
меньшем отрезке будут в три раза больше квадрата 
на большем отрезке. 

Пусть будет прямая АВ и будет разделена в крайнем 
и среднем отношении в С, и пусть больший отрезок будет 
АС; я утверждаю, что «квадраты» на АВР, ВС будут в три 
раза больше «квадрата» на СА (черт. 4). 

Надстроим на АВ квадрат АДЕВ и 
вычертим обычную фигуру. Поскольку 
АВ разделена в С в крайнем и среднем 
отношении, и больший отрезок есть 
АС, то, значит, «прямоугольник» ме- 
жду АВ, ВС будет равен <квадрату> на 
АС (определение 3 и предложение 17 
книги \]. И «прямоугольник» между 
АВ, ВС есть АК, <квадрат> же на АС 
есть СН; значит, АК равен СН. И поскольку АЙ равен ДЕ 
(предложение 43 книги ][), то прибавим общий СК; значит, 
весь АА равен всему СЁ; значит, АК, СЕ будут в два 
раза больше АК. Но АК, СЕ будут <составлять» гномон 
СММ и квадрат СК; значит, гномон [ММ и квадрат СК 
будут в два раза больше АК. Но ведь доказано, что АК 
равен также СН; значит, гномон [ММ и [квадрат СК 
в два раза больше СН; так что гномон [/ММ и] квадраты 
СК, СН будут в три раза больше квадрата СН. И гно- 
мон СИМ и квадраты СК, СН будут ‹<составлять> весь 
«квадрат» АЁ вместе с СКА, которые являются <квадрата- 
ми> на АВ, ВС, а НО есть квадрат на АС. Итак, квад- 
раты на АВ, ВС будут в три раза больше квадрата на 
АС, что и требовалось доказать. 


Прэдложение 5 


Если прямая линия разделена в крайнем и среднем 
отношении и к ней приставлена «поямая>», равная боль- 
шему отрезку, то вся прямая уже разделяется в крайнем 


110 НАЧАЛА ЕВКЛИДА 


и среднем отношении и большим отрезком будет пер- 
воначальная прямая. 

Пусть прямая линия АВ разделена в крайнем и среднем 
отношении в точке С, и пусть большим отрезком будет АС; 
[отложим| АБ равной АС. Я утверждаю, что прямая АВ 
уже разделяется в Д в крайнем и среднем отношении, и 
что большим отрезком будет первоначальная прямая АВ 
(черт. 5). 

Действительно, надстроим на АВ квадрат АЕ и вычер- 
тим обычную фигуру. Поскольку АВ разделяется в С 
р 7. г вы В крайнем и среднем отношении, 

то, значит, «прямоугольник» меж- 

ду АВ, ВС будет равен <квадра- 
ту> на АС (определение 3 и пред- 
К лЛожение 17 книги У]. И <прямо- 


“ С угольник» между АВ, ВС есть СЁ, 
г «квадрат» же на АС «есть» СС; 
Черт. 5. значит, СЕ равен @С. Но <прямо- 


угольнику> СЁ равен СЕ (предло- 
жение 43 книги [), СС же равен ОС; значит, и О@ будет 
равен СЕ; [прибавим общий @В]. Значит, весь ОК будет 
равен всему АЕ. И ДОК есть «прямоугольник» между 
ВО, ДА (ибо АД равна ОГ), АЕ же «квадрат» на АВ; 
значит, «прямоугольник» между ВО, ОА будет равен 
«квадрату» на АВ. Значит, будет, что как ОВ к ВА, так 
и ВА к АД (предложение 17 книги У]. Но ОВ больше 
ВА; значит, и ВА больше АД (предложение 14 книги У). 

Итак, ДВ разделяется в А в крайнем и среднем отно- 
шении, и бблыним отрезком будет АВ, что и требовалось 
доказать (1, 2, 3, 4, 5, 6). 


Предложение 6 


Если рациональная прямая разделена в крайнем и 
среднем отношении, то каждый из отрезков будет ир- 
рациональным — так называемым вычетом. 

Пусть будет рациональная прямая АВ, и пусть она 
разделена в С в крайнем и среднем отношении, и наи- 
больший отрезок пусть будет АС; я утверждаю, что каж- 
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дая из АС, СВ будет иррациональной — так называемым 
вычетом (черт. 6). 

Действительно, продолжим ВА и отложим АД — поло- 
вину ВА. Теперь, поскольку прямая АВ разделена в С 
в крайнем и среднем отношении и к большему отрезку АС 
прилегает АО, являющаяся половиной АВ, то, значит, 
«квадрат» на СО будет в пять раз больше <квадрата> на 
ДА (предложение 1). Зчачит, «квадрат» на СД имеет 
к <квадрату> на ДА отношение, как число к числу; зна- 
чит, «квадрат» на СО будет соизмерим с <квадратом> на 
ДА (предложение 6 книги Х). «Квадрат» же на ДА рацио- 
нален, ибо рациональной [будет] 


РА, являющаяся половиной АВ, р д с в 
«тоже» рациональной; значит, ра- 
ционален и ‹<квадрат» на СДО (опре- Черт. 6. 


деление 9 книги Х); значит, раци- 
ональной будет и СО. И поскольку «квадрат» на СДО к <квад- 
рату> на ЛА не имеет отношения, как квадратное число к 
квадратному числу, то, значит, СО будет линейно несоизме- 
рима с ДА (определение 9 книги Х); значит, СО, ДА будут 
рациональными, соизмеримыми только в степени; значит, АС’ 
будет вычетом (предложение 73 книги Х). Затем, поскольку 
АВ разделена в крайнем и среднем отношении и наиболь- 
ший отрезок есть АС, то, значит, «прямоугольник» между 
АВ, ВС будет равен «квадрату» на АС (определение 3 и 
предложение 17 книги Х). Значит, «квадрат» на вычете АС, 
приложенный к рациональной АВ, образует шириной ВС. 
«Квадрат» же на вычете, прилагаемый к рациональной, обра- 
зует шириной первый вычет (предложение 97 книги Х)}; зна- 
чит, СВ будет первым вычетом. Доказано же, что и СА вычет. 
Итак, если рациональная прямая разделена в крайнем 
и среднем отношении, то каждый из отрезков будет ирра- 
циональным — так называемым вычетом, что и требовалось. 
доказать. 


Предложение 7 


Если у равностороннего пятиугольника будут равны 
по три смежных или же не смежных угла, то пяти- 
угольник будет равноугольным. 
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Пусть у равностороннего пятиугольника АВСОЕ будут 
равны друг другу три угла — в первую очередь смежных, 
которые при А, В, С; я утверждаю, что пятиугольник 
АВСРЕ будет равноугольным (черт. 7). 

Действительно, соединим АС, ВЕ, Ш. И поскольку 
две «стороны» СВ, ВА равны двум ВА, АЕ — каждая 
каждой —и угол СВА равен углу ВАЕ, то, значит, осно- 
вание АС будет равно основанию ВЕ, и треугольник АВС 
равен треугольнику АВЕ, и остальные углы будут равны 
остальным углам, которые стягиваются равными сторонами 


Д (предложение 4 книги 1, именно 

угол ВСА углу ВБА, угол же АВЕ 

и углу САВ; так что и сторона А/Г будет 

В 7 Е равна стороне ВГ (предложение 6 


книги |). Доказано же, что и вся АС 
равна всей ВЕ; значит, и остаток /С 
будет равен остатку /Е. Также и СО 
равна /)Е. Вот две «прямые» /С, СО 

Й р равны двум /Е, ЕО; и у них общее 

Черт. 7. основание //); значит, угол [СО бу- 

дет равен углу /ЕД) (предложение 8 

книги |). Доказано же, что угол ВСА равен углу АБВ; 

значит, и весь угол ВСШ равен всему углу АЕР. Но 

угол ВСР предполагается равным углам при А, В; значит, 

и угол АЕБ будет равен углам при А, В. Подобным же 

вот образом докажем, что и угол СОДЕ будет равен углам 

при А, В, С; значит, пятиугольник АВСОЕ будет равно- 
угольным. 

Но вот пусть будут равны не смежные углы, но углы 
при точках А, С, О; я утверждаю, что и так пятиуголь- 
ник АВСОЕ будет равноугольным. 

Действительно, соединим ВО. И поскольку две <сто- 
роны» ВА, АЕ равны двум ВС, СР и заключают равные 
углы, то, значит, основание ВЕ будет равно основанию ВО 
и треугольник АВЕ будет равен треугольнику ВСР, н 
остальные углы будут равны остальным углам, стягиваемым 
равными сторонами (предложение 4 книги 1[); значит, угол 
ДЕВ будет равен СОВ. Также и угол ВЕД будет равен 
„ВОЕ, поскольку и сторона ВЕ равна стороне ВО (предло- 
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жение б книги 1). Значит, и весь угол АЕД будет равен 
всему <углу> СОЕ. Но СРЕ предполагается равным углам 
при А, С; значит, и угол АЕБ будет равным <углам» при 
А, С. На основании вот того же и АВС будет равен углам 
при А, С, О. Значит, пятиугольник АВСОЕ будет равно- 
угольным, что и требовалось доказать. 


Предложение 8 


Если у равностороннего и равноугольного пятиуголь- 
ника прямые стязивают два смежных угла, то они 
делят друг друга в крайнем и среднем отношении и 
большие их отрезки равны сторене д 
пяти угольника. 

Пусть у равностороннего и равно- 
угольного пятиугольника АВСОЕ пря- р В 
мые АС, ВЕ стягивают два смежных 
угла А, В, пересекая друг друга в 
точке @; я утверждаю, что каждая 
из них разделена в точке С в край- 
нем и среднем отношении, и большие 2 С 
их отрезки равны стороне пятиуголь- 
ника (черт. 8). 

Действительно, опишем окояо пятиугольннка АВСОЕ 
круг АВСЬОЕ (предложение 14 книги 1У). И поскольку две 
прямые СА, АБ равны двум АВ, ВС и заключают равные 
углы, то, значит, основание ВЕ равно основанию АС, и 
треугольник АВЕ равен треугольнику АВС, и остальные 
углы будут равны остальным — каждый каждому, — которые 
стягиваются равными сторонами (предложение 4 книги |). 
Значит, угол ВАС будет равен АВЕ; значит, <угол> АСВ 
вдвое больше ВАС (предложение 32 книги 1); также и 
ЕАС вдвое больше ВАС, поскольку и обвод БОС вдвое 
больше обвода СВ (предложение 28 книги Ш; предложе- 
ние 33 книги \1); значит, угол САЁЕ равен АСЕ; так что 
и прямая СЕ будет равна ЕА, то-есть АВ (предложение 6 
книги [). И поскольку прямая ВА равна АБ, то и угол 
АБЕ будет равен АЕВ (предложение 5 книги |). Но <угол» 
АВЕ, как доказано, равен ВАС; значит, и ВЕА будет 


Черт. 8. 


8 Бвклид, т. Ш 
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разев ВАС. Иу двух треугольников АВЕ и АВС «угол» 
АВЕ общий; значит, и остающийся угол ВАЕ будет равен 
остающемуся АСВ; значит, треугольник АВЕ будет равно- 
уголен с треугольником АВС; значит (предложение 4 кни- 
ги УГ) будет пропорция — как ЕВ к ВА, так и АВ к БО. 
Но ВА равна ЕС; значит, как ВЕ к ЕС, так и ЕС к ДВ. 
Но ВЕ больше ЕС; значит, и ЕС больше @В (предложе- 
ние 14 книги У). Значит, ВЕ разделена в С в крайнем н 
среднем отношении, и ббльший отрезок СЕ равен стороне 
пятнугольника. Подобным же вот оЭразом докажем, что и 
АС разделена в С в крайнем и среднем отношении, и 
больший её отрезок СО равен стороне пятиугольника, что 
и требовалось доказать. 


Предложение 9 


Если будут соединены стороны шестиугольника и 
десятиугольника, вписанных в тот же самый круг, то 
вся прямая разделится в крайнем и среднем отношении, 
ц большим сё отрезком будет сторона шестиугольника. 

Пусть будет круг АВС и у вии- 
санных в круг АВС фигур пусть 
сторона десятнугольника будет ВС, 
шестиугольника же — СР и пусть они 
будут по прямой; я утверждаю, что 
вся прямая ВО разлелится в крайнем 
н среднем отношении, и большим её 
отрезком будет СО (черт. 9). 

Лействительно, возьмём центр 
круга — точку Е, соединим ЕВ, ЕС, 
ЕР и довелём ВЕ до А. Поскольку 

Черт. 9. ВС есть сторона равностороннего 
десятиугольника, то, значит, обвод 

АСВ в пять раз болыне обвода ВС; значит, обвод АС 
в четыре раза больше СВ. Но как обвод АС к СВ, так 
и угол АЕС к СЕВ (предложение 33 книги УП); значит, 
«угол» АЁЕС в четыре раза больше СЕВ. И поскольку 
угол ЕВС равен ЕСВ (предложение 5 книги 1), то, значит, 
угол АЕС в два раза больше ЕСВ (предложение 32 книги |). 
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И поскольку прямая ЕС равна СБ (ибо каждая из 
них равна стороне шестиугольника, [вписанного] в круг 
АВС) (предложение 15 книги 1\У, следствие), то и угол 
СЕР равен углу СОЕ; значит, угол ЕСВ вдвое больше 
ЕРсС (предложение 32 книги [). Но доказано, что АЕС 
вдвое больше ЕСВ; значит, АЕС в четыре раза больше 
ЕБРС. Доказано же, что АЕС в четыре раза больше и ВЕС; 
значит, ЕОС разен ВЕС. У двух же треугольников ВЕС 
и ВЕР угол ЕВО общий, и, значит, остающийся <угол» 
ВЕР будет равен ЕСВ (предложение 32 книги 1); значит, 
треугольник ЕВШО равноуголен с треугольником ЕВС. Зна- 
чит, будет пропорция (предложение 4 книги \[) — как ДВ 
к ВЕ, так и ЕВ к ВС. Но ЕВ равна СО. Значит, будет 
как ВО к ШОС, так и ОС к СВ. Но ВР больше ОС; 
значит, и ОС больше СВ (предложение 14 книги У). Зна- 
чит, прямая ВШ разделена [в (| в крайнем и среднем от- 
ношении, и больший её отрезок есть РС, что и требова- 
лось доказать. 


Предложение 10 


Если в круг вписан равносторонний пятиугольник, то 
сторона пятиугольника в квадратах равна ‹стороне» 
шестиугольника <вместе со 
стороной» десятиугольника, 
вписанных в тот же самый 
#руг. 

Пусть будет круг АВСОЕ, 
и пусть в круг АВСВБЕ будет 
вписан равносторонний пятни- 
угольник АВСОЕ. Я утвер- 
ждаю, что сторона пятиуголь- 
ника АВСОЕ в квадратах рав- 
на <стороне> шестиугольника 
«вместе со стороной» де- 
сятиугольника, вписанных в 
круг АВСЬЕ (черт. 10). 

Действительно, возьмём 
центр круга — точку / и соединяющую А/ доведём до точки 
Н, соединим /В, из Г проведём к АВ перпендикуляр /@ и дове- 


Черт. 10. 


3* 
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дём <его» до К; соединим АК, КВ и опять из / проведём к АК 
перпендикуляр /[., доведём до М и соединим КМ. Поскольку 
обвод АВСН равен обводу АЕРН иу них АВС равен АЕР, 
то, значит, остающийся обвод СН будет равен остающемуся 
НО. Но СР — дуга» пятиугольника; значит, СН — десяти- 
угольника. И поскольку ГА равна /В, и ГС перпендикуляр, 
то, значит, и угол А/К равен К]1В (предложения 5 и 26 
книги !). Так что и обвод АК равен КВ (предложение 26 
книги 1); значит, обвод АВ вдвое больше обвода ВК; 
значит, прямая АК будет стороной десятиугольника. На 
том же вот основании и АК будет вдвое больше КМ. 
И поскольку обвод АВ вдвое болыше обвода ВК, обвод 
же СШ равен обводу АВ, то, значит, и обвод СО вдвое 
больше обвода ВК. Обвод же СДО вдвое больше и СЯ; 
значит, обвод СН равен обволу ВК. Но ВК, как и КА, 
вдвое больше А/М; значит, и СН вдвое больше КМ. Нои 
обвол СВ вдвое больше обвода ВК; ибо обвод СВ равен ВА. 
Значит, и весь обвод НВ будет вдвое больше ВМ; так 
что и угол НТВ [будет] вдвое больше угла В/М (предло- 
жение 33 книги УП. Но Н/В вдвое больше и ГАВ, ибо 
[АВ равен АВГ. И значит, В/М будет равен ГАВ. У двух 
же треугольников, АВГ и В/М, угол АБ! общий; значит, 
и остающийся А/В равен остающемуся ВМ№М!/ (предложение 32 
книги [); значит, треугольник АВ/ будет равноуголен с тре- 
угольником В/М. Значит (предложение 4 книги \!), будет 
пропорция —как прямая АВ к ВГ, так и /Вк ВМ; значит, 
«прямоугольник» между АВ, ВМ№ будет равен <квадрату>» 
на В/ (предложение 17 книги УГ). Затем, поскольку АР 
равна ГК, а [№ общая и под прямыми углами, то, значит, 
основание АМ будет равно основанию АМ; и угол СКМ 
будет равен углу ДАМ (предложение 4 книги 1). Но ДАМ 
равен АВМ№ (предложение 29 книги Ш; предложение 0 
книги [); значит, и ЛКМ будет равен АВМ. Иу двух тре- 
угольников — АКВ и АКМ — угол при А общий. Значит, 
остающийся <угол> АКВ будет равен остающемуся АМА 
(предложение 32 книги [); значит, треугольник КВА будет 
равноугольным с треугольником АМА. Значит, будет про- 
порция (предложение 4 книги \У]) как прямая ВА к АК, 
так и КА к АМ; значит, «прямоугольник» между ВА, АМ 
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будет равен «квадрату» на АК (предложение 17 книги УП. 
Доказано же, что и «прямоугольник» между АВ, ВМ равен 
«квадрату» на ВГ; значит, «прямоугольник» между АВ, ВМ, 
вместе с «прямоугольником» между ВА, АМ, что составляет 
«квадрат» на ВА, будут равны «квадрату» на В/ вместе 
с «квадратом» на АК (предложение 2 книги П). И ВА есть 
сторона пятиугольника, В/ же — шестиугольника, АК жеы— 
десятиугольника. 

Итак, сторона пятиугольника в квадратах равна <стороне» 
шестиугольника и «стороне» десятиугольника, вписанных 
В ТОТ же самый круг, что и требовалось доказать. 


Предложение 11 


Если в круг, имеющий рациональный диаметр, впи- 
сывается равносторонний пятиугольник, то сторона пя- 
тиугольника будет иррациональ- д 
ной — так называемой «меньшей». 

Пусть в круг АВСОЕ, имею- 
щий рациональный диаметр, будет В Е 
вписан равносторонний пятиуголь- 
ник АВСШОЕ; я утверждаю, что |М№ / 
сторона пятиугольника [АВСОЕ] @ 
будет иррациональной — так назы- и 
ваемой «меньшей» (черт. * 11). очи ИВР, 

Действительно, возьмём центр И 
круга—точку Г, соединим АГ, ГВи Черт. 11. 
доведём до точек Н, С; соединим 
АС и отложим /К — четвёртую часть АГ. Но А/ рациональна; 
значит, будет рациональной и /К. Также и В! рациональна; 
значит, вся БК будет рациональной. И поскольку обвод АСН 
равен обводу АДН, у которых АВС равен АЕД, то и остаток 
СН будет равен остатку НД. И если мы соединим АД, то по- 
лучаются*) углы при Г. прямые и СО, вдвое большая СГ (пред- 
ложение 4 книги 1). На основании вот того же и углы при М 
будут прямыми и АС вдвое большей СМ. Теперь, поскольку 


*) соуатоута‹ — буквально: «сводятся», «собираются». У Евклида 
такое выражение встречается в первый раз. 
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угол АЁС равен АМГ, <угол» же ГАС общий у двух тре- 
угольников АСЁи АМГ, то, значит, остающийся <угол> АСЕ 
будет равен остающемуся /МГА (предложение 32 книги 1); 
значит, трэугольник АСС будет равноугольным с треуголь- 
ником А/МГ; значит (предложениг 4 книги УГ) будет про- 
порция — как ГС к СА, так и Л к [А; и удвоив преды- 
дущие, — как удвоенная [Ск СА, так и удвоенная МГ к ГА. 
Как же удвознная /МГ к ГА, так и М/ к половине ГА; и 
значит, как удвоенная [С к СА, так и М/к половине ГА. 
И «взяв» половины последующих, — как удвоенная ХС к 
половине СА, так и М к четвзрти ГА. И удвоенная ЁС 
есть ОДС, половина же СА «есть» СМ, четвёртая же часть 
ТА <есть> ГК; значит, будет, что как ОС к СМ, так и 
МГ к ГК. И «присоздиняя» (предложение 18 книги У}, — 
как вместе взятые ОС, СМ*) к СМ, так и МК к КГ; и 
значит, как «квадрат» на вместе взятых ДОС и СМ к 
«квадрату» на СМ, так и <квадрат> на МК к «квадрату» 
на АГ. И поскольку у прямой, стягивающей две стороны 
пятиугольника, как, например, АС, и делящейся в крайнем 
и среднем отношении, больший отрезок будет равен сто- 
роне пятиугольника (предложение 8), то-есть ОС, больший 
же отрезок с присоединением половины всей будет в квад- 
ратах в пять раз больше «квадрата» на половине всей (пред- 
ложение 1), и половина всей АС будет СМ, то, значит, 
«квадрат» на ОДС, СМ, как одной «прямой», будет в пять 
раз больше «квадрата» на СМ. Как же «квадрат» на ОС, 
СМ, как одной <прямой» к «квадрату» на СМ, так, по 
доказанному, и «квадрат» на МХ к квадрату на КГ; значит, 
«квадрат» на МХ будет в пять раз больше <квадрата» на АТ. 
Квадрат же на А/ рационален, ибо рационален диаметр; 
значит, и «квадрат» на МК рационален; значит, рациолаль- 
ной будет и МК [но только в степени]. И поскольку В/ в 
четыре раза больше /А, то, значит, ВК будет в пять раз 
больше АГ; значит, «квадрат» на ВК будет в двадцать пять 
раз больше «квадрата» на АГ. «Квадрат» же на МК в пять 
раз больше <квадрата> на АТ; значит, «квадрат» на ВК в 


*) Евклид пишет просто: «воуа 5 те00$ 1 АГМ»—первый пример 
такого обозначения для суммы. 
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пять раз больше «квадрата» на К./М; значит, «квадрат» на 
ВК к «квадрату» на К/М не имеет отношения, как квадратное 
число к квадратному числу; значит, ВК будет линейно *) 
несоизмерима с К/. И каждая из них рациональна. Значит, 
ВК, КМ будут рациональными, соизмеримыми только в 
степени. Если же от рациональной отнимается рациональная, 
являющаяся только в степени соизмеримой с целой, то 
остаток будет иррациональной <и именно» вычетом; значит, 
МВ будет вычетом, МК же — с ним сочетающейся (опре- 
деление 73 книги Х). Вот я утверждаю, что <МВ булет» 
и четвёртым «вычегом». Чем «квадрат» на ВК больше бу- 
дет «квадрата» на А/М, пусть вот этому будет равен <квад- 
рат> на №; значит, ВК в квадратах будет на № более КМ. 
И поскольку А/ соизмерима с /В, то и «прасогдиняя» — АВ 
будет соизмерима с /В. Но В соизмерима с Ва; значит, и 
ВК будет соизмерима с ВО. И поскольку «квадрат» на ВК 
в пять раз больше «квадрата» на К, то, значит, «квадрат» 
на ВК к «квадрату» на КМ имеет отношение, как 5 к од- 
ному. Значит, «переворачивая» (предложение 19 книги \, 
следствие), «квадрат» на ВК к «квадрату» на № имеет 
отношение, как О к 4, не являющееся «отношением» квал- 
рата к квадрату; значит, ВК будет несоизмеримой с № 
{предложение 9 книги Х); значит, ВК будет в квадратах 
больше К/М на несоизмеримую с ней «прямую». Теперь, 
поскольку вся ВБК в квадратах будет больше сочетающей- 
ся АМ на несоизмеримую с собой, п вся БК соизмерима с 
отложенной рациональной ВО, то, значит, МВ будет чет- 
вёртым вычетом (определение 4 книги Х). Прямоугольник **) 
же, заключающийся между рациональной и четвёртым вы- 
четом, пррационален, и квадрирующая его будет ирраци- 
ональной; называется же она «меньшей» (предложение 94 
книги Х). «Прямоугольник» же между СВ, ВМ квадрируется 
«прямой» АВ на том основании, что после <проведения» 
соглиняющей АС треугольник АВЯ сделается равноугольным 
треугольнику АВМ (предложение 8 книги УГ) и будет, 


*) У Евклида цхеи. 
**) У Евклида 0290 оу. 
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что как ОВ к ВА, так и АВ к ВМ (предложение 4 
книги \1|*). 

Итак, АВ — сторона пятиугольника — будет иррациональ- 
ной, так называемой «меньшей», что требовалось доказать. 


Предложение 12 


Если в круг вписывается равносторонний треугольник, 
то сторона этого треугольника в степени в три раза 
больше ‹прямой» из центра **) «в» круге. 

Пусть будет круг АВС, и пусть в него вписан равно- 
сторонний треугольник АВС; я утверждаю, что одна сто- 

А рона треугольника АВС в степени в 
три раза больше «прямой» из центра 

«в» круге АВС (черт. 12). 
Действительно, возьмём центр О 
круга АВС, соединяющую АД дове- 
дём до Е и соединим ВЕ. И поскольку 
треугольник АВС равносторонний, то, 
эх значит, обвод ВЕС будет третьей 
жа частью «всего» обвода круга АВС. 
Значит, обвод ВЕ будет шестой частью 
Черт. 12. обвода круга; значит, прямая ВЕ будет 
«стороной» шестиугольника; значит, 
она будет равна «прямой» из центра ОЕ (предложение 15 
книги ГУ, следствие). И поскольку АЕ вдвое больше ДЕ, 
то, значит, «квадрат» на АЕ будет в четыре раза больше 
«квадрата» на ЕД, то-есть «квадрата» на ВЕ. <Квадрат» 
же на АЕ равен <квадратам» на АВ, ВЕ (предложение 47 
книги [; предложение 31 книги 11); значит, «квадраты» на 
АВ, ВЕ будут в четыре раза больше «квадрата» на ВЕ. 
Значит, «выделяя»***), «квадрат» на АВ булет в три раза 
больше «квадрата» на ББ. Но ВЕ равна ОЕ; значит, <квад- 
рат> на АВ будет в три раза больше <квадрата> на ОД. 


*) По существу это уже доказано и притом одинаковым об- 
разом в лемме после предложения 32 книги Х. Это показывает, 
чт> вряд ли последняя лемма принадлежит Евклиду. 

**) &х 100 хёутоо0, т. е. радиуса. 

*+*) У Евклида бле)дути. 
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Итак, сторона этого треугольника в степени в три раза 
больше ‹прямой> из центра [в круге], что и требовалось 
доказать (7). 


Предложение 13 


Составить пирамиду, охватить её заданной сферой и 
показать, что диаметр сферы будет в квадратах в пол- 
тора раза больше стороны пирамиды. 

Отложим АВ — диаметр заданной сферы — и разделим 
его в точке С так, чтобы АС была вдвое больше СВ 
(предложение 10 книги \!1); и опи- р 
шем на АВ полукруг АДВ, из точ- 
ки С проведём СД под ‘прямыми 
«углами» к АВ и соединим ДА; 
и отложим круг Е/Н, имеющий 
«прямую» из центра равной ДС и 
впишем в круг Е/Н равносторон- 
ний треугольник ЕН (предложе- 
ние 2 книги [\); и возьмём центр 
круга — точку С, и соединим ЕС, 
С, СН; и из точки @ восставим 
СК под прямыми «углами» к пло- 
скости круга Е/Н, и на СК отсе- 
чём СК, равную прямой АС*) и 
соединим КЁ, КГ, КН (черт. 13). 
И поскольку КС перпендикулярна 
к плоскости круга ЕТН, то она 
образует прямые углы со всеми 
прямыми, касающимися её и нахо- 
дящимися в плоскости круга Е/Н (определение 3 книги ХП. 
Касаются же её каждая из СЁ, СГ, СН; значит, СК будет 
перпендикулярна к каждой из СЕ, СТ, СН. И поскольку АС 
равна СК, а СО равна СЁ, и они заключают прямые 
углы, то, значит, основание ДА будет равно основанию КЕ 
(предложение 4 книги ]). На основании того же вот и каждая 
из АГ, КН будет равна ДА; значит, три «прямые» КРК, КГ, 


*) ао12109ю ато сс ОК 1 АГ =3е=м {ют 1 9К — буквально; от- 
нимем от СА равную прямой АС «линию СК. 
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КН будут равны друг другу. И поскольку АС вдвое больше 
СВ, то, значит, АВ будет втрое больше ВС. Как же АВ 
к БС, так и «квадрат» на АД к «квадрату» на ОС, как 
будет доказано дальше (см. лемму). Значит, «квадрат» на 
АР втрое бэльше «квадрата» на ОДС. Но также и <квад- 
рат» на /Е втрое больше «квадрата» на ЕС (предложение 12) 
и ОС равна ЕО; значит, и ДА будет равна ЕГ. Но ДА, 
как доказано, равна каждой из КЕ, КГ КН; и значит, 
каждая из Е/, Г[Н, НЕ будет равна каждой из КЁ, КТ, 
КН; значит, четыре треугольника Е7Н, КЕГ, КН, КЕН 
будут равносторонними. Итак, из четырёх равносторонних 
треугольников составляется пирамида, основанием которой 
будет треугольник Е.Н, вершиной же точка К. 

Вот требуется также охватить её заданной сферой и по- 
казать, что диаметр сферы будет в квадратах в полтора 
раза больше стороны пирамиды. 

Действительно, продолжим «по прямой» с КС прямую 
СТ и отложим ЧЁ, равную СВ. И поскольку будет как АС 
к СО, таки СО к СВ (предложение 8 книги УТ, следствие), 
АС же равна КО, СО же— ОЕ, и СВ равна» СГ, то, 
значит, будет, что как < к ОБ, так и ЕС к (Г; значит, 
«прямоугольник» между КО, ([ равзн «квадрату» на ЕС 
(предложение 17 книги УП. И каждый из углов КАЕ, ЕДЕ 
прямой; значит, описанный на АГ, полукруг пройдёт и через Е 
[поскольку, если соединим ЕЁ, то угол [ЕК окажется пря- 
мым вследствие того, что треугольник ЕГК окажется равно- 
угольным с каждым из треугольников ЕС, ЕСК]. Если же при 
неподвижной АГ полукруг, обращаясь, опять вернётся туда 
же, откуда он начал двигаться, то он пройдёт и через точки 
Г, Н, если соедичить /Ё, ЕН, причём каждый из углов 
при Г, Н точно так же окажется прямым и пирамида будет 
охвачена заданной сферой. Действительно, диаметр АГ, сферы 
будет равен диаметру АВ заданной сферы, поскольку КС 
отложена равной АС, а СГ равной» СВ. 

Вот я утверждаю, что диаметр сферы будет в квадра- 
тах в полтора раза больше стороны пирамиды. 

Действительно, поскольку АС вдвое больше СВ, то, 
значит, АВ будет втрое больше ВС; значит, «переворачи- 
вая», ВА будет в полтора раза больше АС. Как же ВА 
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к АС, так и «квадоат» на ВА к «квадрату» на АД [по- 
скольку после создинения ОВ будет, что как ВА к АД, 
так и ДАк АС вследствие подобия трзугольников ДАВ, 
ПАС и того, что как первая к третьей, так и <квадрат» 
на первой к «квадрату» на второй]. Значит, «квадрат» на 
ВА в полтора раза больше «квадрата» на АО. И БА есть 
диаметр заданной сферы, АП же равна стороне пирамиды. 

Итак, диаметр сферы будет «в квадратах» в полтора 
раза больше стороны пирамиды, что и требовалось доказать. 


Лемма 


Показать, что как АВ к ВС, так будет и «квадрат» 
на АД к «квадрату» на’ОС. 

Действительно, возьмём чертёж полукруга, соединим ГВ, 
начертим на АС квадрат ЕС и дополним параллелограмм /В 
(черт. 14). Теперь, поскольку р 
вследствие равноугольности тре- 
угольника /)АВ с треугольником 
РАС будет, что как ВА к АО, 
так и ДА к АС, то, значит, <пря- 
моугольник»между ВА, АС будет д С Г; 
равен «квадрату» на АД (предло- 
жение 17 книги УТ). И поскольку 
как «прямая» АВ к ВС.. так и <пло- 
щадь> ЕВ к БГ, и «площадь» ЕВ 
есть «прямоугольник» между БА, 

АС (ибо ЕА равна АС), ВУ же 

«прямоугольник» между АС, СВ, Е 

то, значит, как АВ к ВС, так п Черт. 1+. 
«прямоугольник» между ВА, АС 

к «прямоугольнику>» между АС, СВ. И «прямоугольник» 
между ВА, АС равен «квадрату» на АД, <прямоугольник» 
же между АС, СВ равен «квадрату» на ДС; ибо перпенди- 
куляр ОС будет средней пропорциональной между отрез- 
ками АС, СВ основания (предложение 8 книги У1, следствие) 
вследствие того, что угол АДВ прямой (предложение 31 
книги П]). Итак, как АВ к ВС, так и «квадрат» на АД 
к «квадрату» на ОС, что и требовалось доказать. 
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Поэдложэние 14 


Состазить октаэдр, охватить его сферой, как и вы- 
ше, и показать, что диаметр сферы будет в квадратах 
вдвое больше стороны октаэзра. 

Отложим диаметр АВ заданной сферы, разделим <его» 
пополам в С, опишем на АВ полукруг АДВ, из С под 
прямыми ‹углами> к АВ проведём СО и соединим ДВ: 

р, возьмём квадрат Е/НО, имеющий 
каждую из сторон равной ОВ, со- 
единим (1, ЕН, из точки К’ под пря- 
мыми «углами» к плоскости квадрата 
Е1НО восставим прямую КЁ, продол- 
жим её по другую сторону плоскости 
в виде А/М, на каждой из АГ, КМ 
отсечём пэямые КЁ, КМ, равные 
одной из ЕК, ГК, НК, СК, и соеди- 
ним ЛЕ, [1, ГН, РГО, МЕ, МГ МН, 
МС (черт. 15). И поскольку КЕ 
равна КО и угол ЕКО прямой, то, 
значит, «квадрат» на СЕ будет вдвое 
больше <квадрата» на ЕАК (предло- 
жение 47 книги [). Далее, поскольку 
ГК равна КЕ и угол [КЕ прямой, 
то, значит, «квадрат» на ЕР будет 
вдвое больше «квадрата» на ЕК (там же). Доказано же, 
что и «квадрат» на СЕ вдвое больше <квадрата» на ЕК; 
значит, «квадрат» на [Е будет равен «квадрату» на ЕС; 
значит, [Е будет равна ЕС. На основании того же вот и 
[0 будет равна СЁ; значит, треугольник [ЕС будет равно- 
сторонним. Подобным же вот образом докажем, что будет 
равностороннии и каждый из остальных трэугольников, 
основаниями которых являются стороны квадрата Е/НО, 
вершинами же точки 2, /М; значит, составляется октаэдр, 
заключающийся между восемью  равносторонними тре- 
угольниками. 

Вот требуется также охватить его заданной сферой и 
показать, что диаметр этой сферы будет в квадратах вдвое 
больше стороны октаэдра. 
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Действительно, поскольку три [К, КМ, КЕ равны друг 
другу, то, значит, описанный на 2/М полукруг пройдёт и 
через Е. И вследствие того же самого, если при неподвиж- 
ной [М полукруг, обращаясь, вернётся туда же, откуда 
он начал двигаться, то он пройдёт и через точки Г, Н, (Ц, 
и получится октаэдр, охваченный сферой. Вот я утверждаю, 
что и данной. Действительно, поскольку [К равна КМ, КЕ 
же общая, и они заключают прямые углы, то, значит, 
основание Е будет равно основанию ЕМ (предложение 4 
книги |). И поскольку угол ЕГЕМ прямой (ибо он в полу- 
круге) (предложение 31 книги Ш), то, значит, «квадрат» на 
СМ будет вдвое больше <квадрата» на [Е (предложение 47 
книги [. Далее, поскольку АС равна СВ, то АВ будет 
удвоенной ВС. Как же АВ к ВС, так и «квадрат» на АВ 
К «квадрату» на ВО (предложение 8 книги УП, определе- 
ние 9 книги \); значит, «квадрат» на АВ вдвое больше 
«квадрата» на ВО. Доказано же, что и «квадрат» на ДМ 
вдвое больше <квадрата» на [Е. И «квадрат» на ОВ равен 
«квадрату» на [Е; ибо ЕС полагается равной ОВ. Значит, 
и «квадрат» на АВ равен «квадрату» на 2; значит, АВ 
равна Г/М. И АВ есть диаметр заданной сферы; значит, [М 
будет равна диаметру заданной сферы. 

Итак, октаэдр охвачен заданной с рерой, и вместе с тем 
доказано, что диаметр этой среры будет в квадратах вдвое 
больше стороны октаэдра, что и требовалось доказать. 


Предложение 15 


Составить куб, охватить его сферой, как и пира- 
миду, и показать, что диаметр сферы будет в квадра- 
тах в три раза больше стороны куба. 

Отложим диаметр АВ заданной сферы, разделим его в 
С так, чтобы АС была бы вдвое больше СВ, опишем на 
АВ полукруг АДВ, из С под прямыми ‹углами>» к АВ 
проведём СО и соединим ОВ; возьмём квадрат Е/НО, име- 
ющий сторону равно ОВ, из Е, Г, Н, С под прямыми 
<углами> к плоскости квадрата ЕЛН@ проведём ЕК, Ш, 
НМ, (М, отсечём на кажлой из ЕК, Ш, НМ, СМ пря- 
мые ЕК, [1, НМ, СМ, равные одной из ЕГ, (Н, НО, 
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СЕ, и соединим КЁ, ГМ, ММ, МК (черт. 16); значит, со- 
ставляется куб 1, заключённый между шестью равными 
квадратами. Вот и нужно охватить его заданной сферой и 
показать, что диаметр этой сферы в квадратах будет в три 
раза больше стороны куба. 

Действительно, соединим АН, ЕН. И поскольку угол 
КЕН прямой вследствие того, что и «прямая» КЁ перпен- 
дикулярна к плоскости ЕН и, конечно, к прямой ЕН (опре- 

р деление 3 книги ХПГ), то, значит, опи- 
санный на АН полукруг пройдёт и через 
точку Е. Далее, поскольку Н! перпен- 
дикулярна к каждой из Ш, ТЕ, то, 
значит, Н/ будет перпендикулярна и к 
плоскости /АК (предложение 4 книги Х]; 
так что и если мы соединим /[К, то Ш 
будет перпендикулярной и к /К; и 
вследствие этого опять описанный на НК 
полукруг пройдёт и через /. Подобным 
же образом он пройдёт и через осталь- 
ные точки куба. «И» вот, если при 
неподвижной КН полукруг, обращаясь, 
вернётся туда же, откуда начал дви- 
гаться, то получится куб, охваченный 
сферой. Вот я утверждаю, что и данной. Действительно, 
поскольку Н!/ равна /Е и угол при / прямой, то, значит, 
«квадрат» на ЕН будет вдвое больше «квадрата» на ЕТ 
(предложение 47 книги [). Но Е] равна ЕК; значит, «квадрат» 
на Е/ будет вдвое больше «квадрата» на ЕК; так что <квад- 
раты> на НЕ, ЕК «вместе», то-есть «квадрат» на НК, будут 
втрое больше <квадрата>» на ЕК. И поскольку АВ втрое 
больше ВС, как же АВ к ВС, так и «квадрат» на АВ к 
«квадрату» на ВО, то, значит, «квадрат» на АВ втрое 
больше <квадрата> на ВО. Но доказано, что и «квадрат» на 
НК втрое больше <квадрата» на КЕ. И КЕ полагается разной 
ОВ}; значит, и КН равна АВ. И АВ есть диаметр заданной 
сферы; значит, и АН будет равна диаметру заданной сферы. 

Итак, куб охвачен заданной сферой; и вместе с тем 
доказано, что днаметр этой сферы будет в квадратах втрое 
больше стороны куба, что и требовалось доказать. 
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Предложение 16 


Составить икосаэдр, охватить сферой, как и выше- 
упомянутые фигуры, и показать, что сторона икоса- 
эдра будет иррациональной — так называемой «меньшей». 

Отложим диаметр АВ заданной сферы, разделим <его>» в 
С так, чтобы АС была бы учетверённой СВ, опишем на АВ 
полукруг АДВ, из С под прямыми углами к АВ проведём 
прямую линию СО и соединим ОВ; возьмём круг ЕТНОК, 
«прямая> из центра которого пусть будет равна ДВ, и 
впишем в круг ЕГНОК равносторонний и равноугольный 
пятнугольник, обводы ЕР/, Г[Н, НО, СК, КЕ разделим по- 
полам в точках /, М, М, О, О и соединим ЕМ, ММ, №0, 
ОО, ОЁ, ЕО. Значит, равносторонним будет и пятиуголь- 
ник //ММОО, и прямая ЕО «есть сторона» десятиуголь- 
ника. И из точек ЁБ, Г, Н, С, К под прямыми углами к 
плоскости круга восставим прямые ЕР, ГК, Н$, СТ, КЦ, 
являющиеся равными ««прямой» из центра» круга Е7НОК, 
н соединим РЮ, Ю$, 5Т, ТИ, ОР, РЕ, ГЮ, ЮМ, М5, $М, 
МТ, ТО, ЦО, ОО, ОР (черт. 17)*). И поскольку каждая 
из ЕР, КИ стоит под прямыми углами к той же самой 
плоскости, то, значит, ЕР будет параллельна КО (предло- 
жение 6 книги ХГ). Она же ей и равна; прямые же, соели- 
няющие с одной ип той же стороны равные и параллельные 
«линии», будут равны.п параллельны (предложение 33 кни- 
ги |). Значит, РИ будет равна и параллельна ЕК. Но ЕК— 
«сторона» равностороннего пятиугольника; значит, пи РИ 
будет стороной равностороннего пятиугольника, вписанного. 
в круг Е/НОК. На том же вот основании и каждая из 
РЮ, №5, 5Г, ГО будет стороной равностороннего пяти- 
угольника, вписанного в круг Е/НОК; значит, пятиугольник 
РЮ$ТИ равносторонний. И поскольку РЕ есть <сторона> 
шестиугольника, ЕО же — десятиугольника, и угол РЕО 
прямой, то, значит, РО будет «стороной» пятнугольника; ибо 
сторона пятиугольника в квадратах равна «стороне» шести- 
угольника «вместе со стороной» десятиугольника, вписанных 


*") Ввиду неясности подлинного чертежа 17, помещённого в 
издании Гейберга, мы даём более наглядный черт. 1751$ по. 
изданию Хизса. 
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в тот же самый круг (предложение 10). На основании того 
же вот и ОЙ будет стороной пятиугольника. Также и РИ — 
«сторона» пятиугольника; значит, треугольник РОЙ будет 
равносторонним. На основании того же вот и каждый из тре- 
угольников РАЮ, Ю/М$, 5МТ, ТОИ будет равносторонним. 
И поскольку доказано, что каждая из РЁ, РО <есть сторона» 
пятиугольника, и также и ГО ‹<сторона» пятиугольника, то, 
значит, треугольник РЁО будет равносторонним. На основании 
того же вот и каждый из треугольников ЮМ, М$М, МТО, 
ФИО будет равносторон- 
ним. Возьмём центр круга 
ЕИНОК — точку Р; и из 
Е под прямыми «углами», 
к плоскости круга восста- 
вим РИ и продолжим по 
другую сторону как Е7У, 
отсечём «стороны» шести- 
угольника ЁРХ и деся- 
тиугольника кажлую из 
ЕУ, ХХ, и соединим РЯ, 
РХ, Ц7, ЕР, ГЕ, ГУ, 
УМ. И поскольку каждая 
из РХ, РЕ стоит под пря- 
мыми «углами» к пло- 
скости круга, то, значит, Черт. 17 53. 

ЕХ будет параллельна РЕ 

(предложение 6 книги ХМ. Они же и равны; значит, и ЕР, 
РХ будут равны и параллельны (предложение 33 книги |). 
Но ЕЁ «сторона» шестиугольника; значит, и РХ ‹<сто- 
рона шестиугольника. И поскольку РХ есть «сторона» 
шестиугольника, Х же — десятиугольника, и угол РХЕ 
прямой (определение 3 книги ХС предложение 29 кни- 
ги [, то, значит, РЕ будет <«стороной> пятиугольника 
(предложение 10). На том же вот основании и (7 бу- 
дет <стороной>» пятиугольника, поскольку если соединим 
ЕК, ХИ, то они будут равными и противоположными, и 
ЕК, являясь ««прямой> из центра», будет «стороной» ше- 
стиугольника; значит, и ХО «сторона» шестиугольника. Но 
ХЕ <сторона» десятиугольника и угол (УХ прямой; значит, 


9 Евклид, т. И 
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(7 ‹<сторона>» пятиугольника. Также и РИ ‹<сторона» пя- 
тиугольника; значит, треугольник РОЙ будет равносторонним. 
На том же вот основании будет равносторонним и каждый из 
остальных треугольников, основания которых суть прямые 
РЮ, Ю$, $Т, ГЦ, вершина же точка 7. Далее, поскольку 
ЕТ. <сторона» шестиугольника, РУ же — десятиугольника, 
и угол СРУ прямой, то, значит, СУ будет «стороной» пяти- 
угольника (предложение 10). На том же вот основании, 
если мы соединнм МР, являющуюся «стороной» шести- 
угольника, то окажется, что и МУ ‹<сторона» пятиугольника. 
Также и 2/М <сторона» пятиугольника; значит, треуголь- 
ник СМУ будет равносторонним. Подобным же вот образом 
дочажется, что будет равносторонним и каждый из осталь- 
ны ‹ треугольников, основания которых суть ИМ, №, ОО, 
СГ, вершина же точка 7. Итак, составляется икосаэдр, заклю- 
чённый между двадцатью равносторонними треугольниками. 

Вот нужно также охватить его заданной сферой и по- 
казать, что сторона нкосаэдра будет пррациональной, так 
называемой «меньшей». 

Действительно, поскольку РХ есть <сторона>» шести- 
угольника, ХИ же — десятиугольника, то, значит, РИ’ раз- 
делена в Х в крайнем и среднем отношении, и большим 
её отрезком будет ЕХ (предложение 9); значит, будет, что 
как Е к ЕХ, так п РХ к ХЕ. Но ЕХ ра`на РЕ, а ХЕ 
«равна» РУ; значит, будет, что как Р к РЕ, так.и ЕР 
к РУ. И углы РЕ, ЕЕУ будут прямыми; значит, если 
соединить прямой ЕР, то угол УЕЙ будет прямым вслел- 
ствие подобия треугольников УЁЙ, РЕГ (предложение 8 
книги \У]!). На основании вот того же, поскольку как ЙЕ 
к ЕРХ, так и РЕХ к ХГ, а ЕЕ равна УХ, ЕХ же — ХР, то, 
значит, будет, что как УХк ХР, таки РХк ХА. И вслел- 
ствие этого опять, если соединим РУ, то угол при Р будет 
прямым (предложение 8 книги \У]Т); значит, описанный на 
У7 полукруг пройдёт и через Р (предложение 31 книги Ш). 
И если при неподвижной УЙ полукруг, обращаясь, опять 
вернётся туда же, откуда начал двигаться, то он пройдёт 
и через Р и остальные точки икосаэдра, и икосаэдр будет 
охваченным сферой. Вот я утверждаю, что и заданной. 
Действительно, разделим ЁЕР^Х пополам в А’. И поскольку 


КНИГА ТРИНАДЦАТАЯ 131 


прямая линия РИ разделена в Х в крайнем и среднем от- 
ношении, и меньшим её отрезком будет ХХ, то, значит, 
ИХ с присоединением половины большего отрезка ХА’ в 
квадратах будет в пять раз больше «квадрата» на полозине 
больного отрезка; значит, «квадрат» на ХА’ будет в пять 
раз больше «квадрата» на А’Х (предложение 3). И удво- 
енная Д.А’ будет ДУ, удвоенная же А’Х ‹будет> РКХ; 
значит, «квадрат» на ГУ будет в пять раз больше <квад- 
рата> на ХР. И поскольку АС есть учетверённая СВ, то, 
значит, АВ будет упятерённой ВС. Как же АВ к ВС, так 
и «квадрат» на АВ к «квадрату» на ВО (предложение 8 
книги УГ; определение 9 книги У); значит, «квадрат» на АБ 
в пять раз больше <квадрата>» на ВО. Доказано же, что п 
«квадрат» на ХУ в пять раз больше <квадрата» на РХ. И ДВ 
равна РА; ибо каждая из них будет равна ««прямой» из 
центра» круга Е/НСОК; значит, и АВ равна У7. И АВ есть 
диаметр заданной с реры; и значит, УХ будет равна диаметру 
заданной сферы. Значит, икосаэдр обнят заданной сферой. 
Вот я утверждаю, что сторона икосаэдра будет ирра- 
циональной, так называемой «меньшей». Действительно, 
поскольку диаметр сферы рационален и он будет в степени 
в пять раз болыше ««прямой> из центра» круга Е/НОК, 
то, значит, рациональной будет и «<«прямая> из центра» ' 
круга ЕГНОК; так что и его диаметр будет рациональным. 
Если же в круг, имеющий рациональный диаметр, вписы- 
вается равносторонний пятиугольник, то сторона пятиуголь- 
ника будет иррациональной, так называемой «меньшей» 
(предложение 11). Сторона же пятиугольника Е/НОК будет 
«и стороной» икосаэдра. Итак, сторона икосаэдра будет 
пррациональной, так называемой «меньшей». 


Следствие 


Из этого вот ясно, что диаметр сферы в квадратах бу- 
дет в пять раз больше «<прямой» из центра» круга, по 
которому вычерчивается икосаэдр, и что диаметр сферы 
складывается из <стороны» шестиугольника и двух <сторон» 
десятпугольника, вписанных в тот же самый круг. Это и тре- 
бовалось доказать. 


9+ 
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Предложение 17. 


Составить додекаэдр, охватить его сферой, как и 
вышеупомянутые фигуры, и показать, что сторона д0- 
декаэдра будет иррациональной — так называемым вы- 
четом. 

Поставим под прямыми углами друг к другу две пло- 
скости АВСО, СВЕГ вышерассмотренного куба (предложе- 
ние 15), каждую из сторон 
АВ, ВС, СРО, БА, ЕГ, ЕВ, 
ГС разделим пополам в НД, С, 
К, Г, М, М, О и соединим 
НК, СЁ, МО, №0; каждую 
из №МО, ОО, СР разделим в 
крайнем и среднем отноше- 
нии в точках Ю, $, Г, и пусть 
большие их отрезки будут 
ЮО, 0$, ТР; из точек К, 
$, Г под прямыми <углами» 
к плоскостям куба восставим 
во внешние стороны куба КО, 
УЕ, ТХ, отложим их равными 
РО, О$, ТР и соединим ОВ, 
ВХ, ХС, СЕ, РИ. Я утвер- 

Черт. 18. ждаю, что пятиугольник 

ОВХСЕ будет равносторон- 

ним и в одной плоскости и ещё равноугольным (черт. 18). 
Действительно, соединим АВ, $В, ЕВ. И поскольку прямая 
М№МО разделена в АЮ в крайнем и среднем отношении, и 
большим отрезком является ЮО, то, значит, «квадраты» на 
ОМ, М№Ю «вместе» будут втрое больше <квадрата» на ЮО 
(предложение 4). Но ОМ равна МВ, ОЮ же— ЮКИ; значит, 
«квадраты» на ВМ№ МЮ <вместе> будут втрое больше 
«квадрата» на ЮРИ. <«Квадратам» же на ВМ№ М№Ю равен 
«квадрат» на ВЮ (предложение 47 книги 1); значит, <квад- 
рат> на ВА будет втрое больше «квадрата» на ЮИ; так 
что <квадраты> на ВЮ, ЮО будут в четыре раза больше 
«квадрата» на ЮРИ. <«Квадратам» же на ВЮ, ЮИ будет 
равен «квадрат» на ВИ (предложение 47 книги 1); значит, 
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«квадрат» на ВИ в четыре раза больше «квадрата» на ИЮ; 
значит, ВО будет удвоенной ЮКИ. Также и РО будет удво- 
енной (ИЮ, поскольку и эЮ «есть удвоенная» ОЮ, то-есть 
ЮРИ; значит, ВИ равна (ИР. Подобным же вот образом дока- 
жется, что и каждая из ВХ, ХС, СЕ будет равна каждой 
из ВИ, ОР. Значит, пятиугольник ВОЕРСХ будет разносто- 
ронним. Вот я утверждаю, что «он» будет и в одной пло- 
скости. Действительно, из О параллельно каждой из ЮИ, 
ЗЕ во внешние стороны куба проведём ОУ и соединим УС, 
СХ; я утверждаю, что УСХ будет прямой. Действительно, 
поскольку СР разделена в Т в крайнем и среднем отно- 
шении и большим её отрезком является РГ, то будет, 
значит, что как СР к РТ, так и РТ к ТО. Но СР равна 
СО, РТ же — каждой из ТХ, ОУ; значит, будет, что как 
СО к ОТ, так и ХТк ТО. И СО параллельна ТХ (ибо 
каждая из них будет под прямыми «углами» к плоскости 
ВО (предложение 6 книги Х]), ТО же <параллельна» ОТ 
(ибо каждая из них будет под прямыми углами» к пло- 
скости В/). Если же два треугольника, как УО@, СТХ, 
имеющие две стороны, пропорциональные двум <сторонам», 
составляются по одному углу так, чтобы соответственные 
их стороны были бы и параллельны, то остальные прямые 
будут по «одной» прямой (предложение 32 книги \1); зна- 
чит, УС будет по «одной» прямой с СХ. Всякая же пря- 
мая находится в одной ‘плоскости (предложение | книги Х]); 
значит, пятиугольник (ИВХСЕ будет в одной плоскости. 
Вот я утверждаю, что он будет и равноугольным. 
Действительно, посксльку прямая линия №О разделена 
в А в крайнем и среднем отношении, и большим отрезком 
является ОР [значит, будет — как вместе взятые МО, ОК к 
ОМ, так и МО к ОК], ОЮ же равна О$ [значит, будет — 
как $М№М к МО, так и МО к 0$], то, значит, №5 разде- 
лена в О в крайнем и среднем отношении, и большим её 
отрезком будет МО (предложение 9); значит, «квадраты» 
на №5, $О <вместе» будут втрое больше <квадрата> на МО 
(предложение 4). Но МО равна МВ, О$ же — 5Ё; значит, 
«квадраты» на №5, $ЁР <вместе> будут втрое больше <квад- 
рата> на МВ; так что «квадраты» на Е$, $М№, №В будут 
в четыре раза больше ‹<квадрата> на М№МВ. Квадратам же 
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на $5№ МВ равен «квадрат» на $В (предложение 47 
книги 1); значит, «квадраты» на В$, 5ЁЕ, то-есть <квадрат> 
на ВР (ибо угол РЗВ прямой) (определение 3 книги Х1), 
будут в четыре раза больше «квадрата» на №ВБ; значит, 
ЕВ есть удвоенная ВМ. Также и ВС есть удвоенная ВМ; 
значит, ВР будет равна ВС. И поскольку две ВИ, ОЕ 
равны двум ВХ, ХС, и основание ВР равно основанию ВС, 
то, значит, угол ВИЕ будет равен углу ВХС (предложе- 
ние 8 книги [). Подобным же вот образом докажем, что 
и угол ОРС будет равен 
ВХС; значит, три угла 
ВХС, ВОР, ЦЕС будут 
яруг другу равны. Если 
же у равностороннего пя- 
тнугольника равны друг 
другу три угла, то пяти- 
угольник будет равно- 
угольным (предложение 7); 
значит, пятиугольник 
ВОЕСХ будет — равно- 
угольным. Доказано же, 
что и равносторонним; зна- 
у чит, пятиугольник ВИРСХ 
Черт. 18 15. будет равносторонним и 
равноугольным и находит- 
ся на одной стороне ВС куба. Значит, если на каждой из 
двенадцати сторон куба мы устроим то же самое, то 
будет составлена некоторая телесная фигура, заключённая 
между двенадцатью равностороннимн и равноугольными пяти- 
угольника зи, которая называется додекаэдром (черт. 18 Ъ1$)*). 
Вот нужно также охватить его заданной сферой и пока- 
зать, что сторона додекаэдра будет иррациональной — так 
называемым вычетом. 
Действительно, продолжим УО и пусть <это» будет УЙ; 
значит, ОХ встречается с диаметром куба, и они пересекают 
друг друга пополам, ибо это доказано в предпоследней 


*) Для ясности мы даём чертёж додекаэдра в привычном для 
нас виде с обозначениями подлинника. 
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теореме одиннадцатой книги (предложение 38 книги ХП. 
Пусть они пересекаются в 7; значит, 2 будет центром 
сферы, охватывающей куб, и СО — половиной стороны куба. 
Вот соединим (7. И поскольку прямая линия №5 разделена 
в О в крайнем и среднем отношении и большим её отрез- 
ком является М№О, то, значит, «квадраты» на №5, $0 
«вместе» будут втрое болыше «квадрата» на №О (предло- 
жение 4). Но №5 равна УЙ, поскольку и МО равна ОЙ, а 
УО ‹равна> О$. Нои О$ ‹равна» УЦ, так как равна и ЮО; 
значит, «квадраты» на ДУ, УИ <вместе» будут втрое боль- 
ше «квадрата» на МО. <«Квадратам» же на ДУ, ГИ равен 
«квадрат» на (7 (предложение 47 книги 1); значит, 
«квадрат» на (7 втрое больше <квадрата» на №0. Но 
также и «<прямая» из центра» сферы, охватывающей куб, 
будет в степени в три раза болыше стороны куба; ибо пе- 
ред этим было показано, <как» составить куб, охватить его 
сферой п доказать, что диаметр сферы в степени будет втрое 
больше стороны куба (предложение 15). Если же целая 
«втрое больше» целой, то и половина — половины; и МО есть 
половина стороны куба; значит, (7 будет равна «<прямой>» 
из центра» охватывающей куб сферы. И является цен- 
тром охватывающей куб сферы; значит, точка С будет на 
поверхности сферы. Подобным же вот образом докажем, 
что и каждый из остальных углов додекаэдра будет на 
поверхности этой сферы; итак, долекаэдр охвачен заданной 
сферой. 

Вот я утверждаю, что сторона додекаэдра будет прра- 
циональной — так называемым вычетом. 

Действительно, поскольку при разделении МО в крайнем 
и среднем отношении большим отрезком будет АО, при 
разделении же ОО в крайнем и среднем отношении будет 
0$, то, значит, при разделении в крайнем и среднем отно- 
шении всей МО большим отрезком будет Ю$. {Так вот 
поскольку будет, что как М№О к ОЮ, так и ОВ к КМ, 
и <так же будут относиться и» удвоенные (ибо части имеют 
одно и ТО же отношение с равнократными) (предложение 15 
книги \), то, значит, как МО к Ю$, так и Ю$ к вместе 
взятым №МЮ, $0. Но МО больше Ю$; значит, и Ю$ боль- 
ше вместе взятых №Ю, $50 (предложение 14 книги У); 
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значит, №© разделена в крайнем и среднем отношении, 
и бблышим её отрезком будет Ю5$}*). Но Ю$ равна ИК; 
значит, при делении №О в крайнем и среднем отношении 
6@бльшим отрезком будет ПИР. И поскольку диаметр сферы 
рационален и в степени втрое больше стороны куба, то, 
значит, рациональной будет и №0, являющаяся стороной 
куба. Если же рациональная линия разделена в крайнем 
и среднем отношении, то каждый из отрезков будет ирра- 
циональным, <а именно» вычетом (предложение 6). 

Итак, ОР, являющаяся стороной додекаэдра, будет ир- 
рациональной, <а именно» вычетом. 


Следствие 


Из этого вот ясно, что при делении в крайнем и сред- 
нем отношении стороны куба больший отрезок будет сто- 
роной додекаэдра, что и требовалось доказать. 


Предложение 18 


Сопоставить **) стороны пяти этих фигур и сравнить 
«их» между собой. 

Возьмём диаметр АВ заданной сферы и разделим в С 
так, чтобы АС была бы равной СВ, в О же так, чтобы АБ 
была бы удвоенной ОВ; опишем на АВ полукруг АЕВ, 
из С, ) под прямыми «углами» к АВ провгдём СЕ, ОГ 
и соединим АГ /В, ЕВ (черт. 19). И поскольку АД вдвое 
больше ДВ, то, значит, АВ будет втрое болыше БД. Зна- 
чит, «переворачивая», ВА будет в полтора раза больше 
АО. Как же ВА к АД, так и «квадрат» на БА к <квад- 
рату» на ДГ (определение 9 книги У); ибо треугольник АГВ 
равноуголен с треугольником АГО (предложение 8 книги \]; 
значит, «квадрат» на ВА будет в полтора раза больше 
«квадрата> на АГ. Также и диаметр сферы будет в степени 


*) Текст в фигурных скобках Гейберг считает сомнительным, 
не заключая его, однако, в квадратные скобки. 
**) В подлиннике #^9:сд, — буквально: «выложить, выставить». 
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в полтора раза больше стороны пирамиды (предложение 13). 
И АВ есть диаметр сферы; значит, АГ будет равна стоооне` 
пирамиды. 

Далее, поскольку АД вдвое больше ОВ, то, значит, 
АВ будет втроз больше ВО. Как же АВк ВО, таки 
«квадрат» на АВ к «квадрату» на ВГ (предложение 8 кни- 
ги УГ; определение 9 книги У); значит, «квадрат» на АВ 
будет в три раза больше «квадрата» на ВГ. Также и диа- 
метр сферы будет в степени в три раза больше стороны 
куба (предложение 15). И АВ есть 
диаметр сферы; значит, В! будет 
стороной куба. 

И поскольку АС равна, СВ, то, 
значит, АВ будет вдвое больше Е 
ВС. Как же АВ к ВС, так и Е ТМ 
«квадрат» на АВ к «квадрату» на 
ВЕ (предложение 8 книги УГ 
определение 9 книги \); значит, 

«квадрат» на АВ будет в два раза 

больше «квадрата» на ВЕ. Также д К е 10 В 
и диаметр сферы будет в степени Черт. 19. 

в два раза больше стороны ок- 

таэдра (предложение 14). И АВ есть диаметр заданной 
сферы; значит, ВЕ будет стороной октаэдра. 

Вот из точки А под прямыми «углами» к прямой АВ 
проведём АН, отложим АН равной АВ, соединим НС и из 
 проведём на АВ перпендикуляр СК. И поскольку НА 
вдвое больше АС (ибо НА равна АВ), как же НА к АС, 
так и СОК и КС (предложение 4 книги \У1), то, значит, СК 
вдвоз больше АС. Значит, «квадрат» на СК будет в че- 
тыре раза больше «квадрата» на КС; значит, <квадраты> 
на СК, КС, что «вместе» составляет «квадрат» на @С 
(предложение 47 книги 1), будут в пять раз больше <квад- 
рата> на КС. Но СС равна СВ; значит, «квадрат» на ВС 
будет в пять раз больше «квадрата» на СК. И поскольку 
АВ вдвое больше СВ, и у них АР вдвое больше ДВ, то, 
значит, остаток ВО будет вдвое больше остатка ОС. Зна- 
чит, ВС будет втрое больше СД; значит, «квадрат» на ВС’ 
будет в девять раз больше «квадрата» на СО. «Квадрат» 
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же на ВС в пять раз больше «квадрата» на СК; значит, 
«квадрат» на СК больше «квадрата» на СДО. Значит, СК 
будет больше СО. Отложим СЁ, равную СК и из Ё под 
прямыми «углами» к АВ проведём Г/М и соединим МВ. 
И поскольку «квадрат» на ВС в пять раз больше <квад- 
рата> на СА и удвоенная ВС есть АВ, удвоенная СА же — 
КТ, то, значит, «квадрат» на АВ будет в пять раз больше 
«квадрата» на КЁ. Также и диаметр сферы будет в степени 
в пять раз больше «<прямой> из центра» того круга, по 
которому вычерчивается икосаэдр (предложение 16, слел- 
ствие). И АВ есть диаметр сферы; значит, КГ, будет «<пря- 
мой» из центра» того круга, по которому вычерчивается 
икосаэдр; значит, АХ будет стороной шестиугольника <для» 
упомянутого круга (предложение 15 книги 1У, следствие). 
И поскольку диаметр сферы складывается из <стороны» 
шестиугольника и двух <сторон> десятиугольника, вписан- 
ных в упомянутый круг (предложение 16, следствие), и АВ 
есть диаметр сферы, АГ же сторона шестиугольника, и АК 
равна 65, то, значит, каждая из АА, [В будет стороной 
десятиугольника, вписанного в круг, по которому вычерчи- 
вается икосаэдр. И поскольку [В «сторона» десятиуголь- 
ника, /МДЁ же — шестиугольника (ибо она равна АХ, по- 
скольку <она равна> СА, так как они одинаково отстоят от 
центра; и`каждая из СА, КЁ в два раза больше КС), то, 
значит, МБ будет <стороной» пятиугольника (предложение 
10). «Сторона» же пятиугольника будет <и стороной» ико- 
саэдра (предложение 16); значит, МВ есть «сторона» пко- 
саэдра. 

И поскольку /В есть сторона куба, то разделим её в 
крайнем и среднем отношении в М, и пусть большим от- 
резком будет М№В; значит, МВ будет стороной додекаэдра 
(предложение 17, следствие). 

И поскольку, как доказано, диаметр сферы будет в сте- 
ени в полтора раза больше А/— стороны пирамиды, в сте- 
пени в два раза больше ВЕ—стороны октаэдра, и в степени 
в три раза больше /В— стороны куба, то, значит, каких 
«единиц» диаметр сферы «содержит» в степени шесть, 
таких же <сторона> пирамиды ‹<будет иметь» четыре, <сто- 
рона> же октаэдра три, куба же — две. Значит, сторона 
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пирамиды будет в степени сверхтретной *) для стороны ок- 
таэдра и в степени удвоенной для «стороны» куба, «сторона» 
же октаэдра в степени «будет» полуторной для стороны куба. 
Теперь упомянутые стороны этих трёх тел—я подразумеваю— 
пирамиды, октаэдра и куба — будут находиться друг к другу 
в рациональных отношениях. Остальные же две — я подра- 
зумеваю — икосаэдра и додекаэдра — не будут находиться 
в рациональных отношениях ни друг к другу ни к выше- 
упомянутым; ибо они будут иррациональными, одна — «мень- 
шей» (предложение 16), другая же — вычетом (предложе- 
ние 17). 

А что сторона МВ икосаэдра будет больше МВ ‹сто- 
роны» додекаэдра, докажем так. 

Действительно, поскольку треугольник ГОВ равноуголен 
треугольнику ГАВ (предложение 8 книги \У]), то будет 
пропорция — как [)В к ВГ, так и В! к ВА (предложение 4 
книги \У1). {И поскольку три прямые пропорциональны, то 
будет — как первая к третьей, так и «квадрат» на первой 
к «квадрату» на второй (определение 9 книги \)} **); зна- 
чит, будет как ОВ к ВА, так и <квадрат» на ДВ к <квад- 
рату» на ВГ; значит, обратно, как АВ к ВО, так и <квад- 
рат> на Г/В к «квадрату» на ВО. Но АВ втрое больше ВД; 
значит, «квадрат» на /В в три раза больше «квадрата» 
на ВО. Также ‹квадрат> на АД в четыре раза больше 
«квадрата» на ОВ; ибо АД вдвое больше ДВ; значит, 
«квадрат» на АД больше «квадрата» на [В; значит, АД 
больше /В; значит, ни подавно АЁ будет больше /В. И при 
разделении АД в крайнем и среднем отношении ббльшим 
отрезком будет АГ, поскольку ГК будет <стороной> ше- 
стиугольника, КА же — десятиугольника (предложение 9); 
при разделении же /В в крайнем и среднем отношении 
большим отрезком будет МВ; значит, КЁ больше МВ. Но 
КГ равна ЁМ; значит, ГМ больше МВ [МВ же будет 


*) У Евклида Етл2мос == | 1. 
3 
*#) Текст в фигурных скобках Гейберг считает сомнительным, 
не заключая его, однако, в квадратные скобки. Удивительно, по- 
чему в самом конце понадобилось полностью сформулировать 


положение, которое до сих пор молчаливо использовалось. 
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больше /.М]. Значит, и подавно МВ, являющаяся стороной 
икосаэдра, будет больше МВ, являющейся стороной доде- 
каэдра, что и требовалось доказать (8). 


Вот я утверждаю, что кроме упомянутых пяти 
тел нельзя построить другого тела, заключённого между 
равносторонними и равноугольными равными друг другу 
< многоугольниками». 


Действительно, из двух треугольников или вообще плос- 
ких (фигур) телесный угол не составляется (определение 11 
книги Х]). Из трёх же треугольников «составляется угол» 
пирамчды, из четырёх же — октаэдра, из пяти же — ико- 
саэдра; из шести же равносторонних и равноугольных тре- 
угольников, приставленных к одной точке, не получится 
телесного угла; действительно, так как угол равносторон- 
него треугольника составляет две трети *) прямого, то шесть 
будут равны четырём прямым; это же невозможно, ибо вся- 
кий телесный угол заключается между менее чем четырьмя 
прямыми (предложение 21 книги ХТ). На основании вот 
этого телесный угол не составится более чем из шести 
плоских углов. Между тремя квадратами заключается 
угол куба; между четырьмя же <заключить телесный угол» 
невозможно; действительно, опять получатся четыре прямых. 
Для равносторонних и равноугольных пятиугольников между 
тремя «заключается угол» додекаэдра; между четырьмя же 
«заключить телесный угол» невозможно; действительно, так 
как угол равностороннего пятиугольника составляет один 
прямой и пятую «часть», то четыре угла будут больше че- 
тырёх прямых; это же невозможно. Вследствие той же са- 
мой невозможности телесный угол не будет, конечно, за- 
ключаться и между другими многоугольными фигурами. 

Итак, кроме упомянутых пяти тел нельзя построить дру- 
гой телесной фигуры, заключённой между равносторонними 
и равноугольными «фигурами», что и требовалось доказать. 


*) дероро» — буквально: «две части». 
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Лемма 


А что угол равностороннего и равноугольного пяти- 
Угольника будет один прямой с пятой «цастью», дока- 
зывается так. 

Пусть будет равносторонний и А 
равноугольный пятиугольник АВСОЕК; 
опишем около него круг АВСОЕ, Е 
возьмём его центр / и соединим ГА, 
В, ГС, ГО, ТЕ (черт. 20). Они, 
значит, разделят пополам углы пяти- 
угольника при А, В, С, О, Е. И 
поскольку пять углов при Г равны 20 
четырём прямым и равны <между С 
собой», то, значит, один из них, 
например А/В, будет составлять один Черт. 20. 
прямой без пятой; значит, остальные 
[АВ, АБ! будут составлять один прямой с пятой. Но ГАВ 
равен /ВС; значит, весь угол АВС пятиугольника будет 
один прямой с пятой, что и требовалось доказать (9, 


10, 11, 12). 
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Василид из Тира, о мой Протарх, прибывши в Александрию 
и сойдясь с моим отцом вследствие общих математических инте- 
ресов, провёл у него большую часть времени своего пребывания. 
И вот однажды, когда они разбирали написанную Аполлонием 
книгу о сравнении вписапных в одну и ту же сферу додека- 
эдра и икосаэдра— в каком именно отношении они друг к другу 
находятся, — Василид с моим отцом пришли к мнению, что это 
ие было правильно изложено Аполлонием, и они сами написали 
исправленный текст, как я мог услышать от моего отца. 
Позднее и мне самому попалась в руки другая изданная Аполло- 
нием книга, содержащая некоторое доказательство, касающееся 
вышеизложенного, и я сам с болышим воодушевлением занялся 
исследованием этой задачи. Теперь с изданной Аполлонием кни- 
гой можно, повидимому, всем ознакомиться, так как она нахо- 
дится в обращении, как кажется, в позднейшей более тщательно 
написанной редакции; сам же я, написавши в виде комментария 
вс6, что мне показалось нужным, решил обратиться с этим сочи- 
пением к тебе,— отчасти потому, что вследствие твоих успехов 
во всех отраслях математики, а особенно в геометрии, ты в со- 
стоянии с полным знанием дела судить обо всём, что я в даль- 
нейшем скажу, отчасти же потому, что ты, хорошо знакомый 
с моим отцом и благосклонный ко мне, благожелательно скло- 
нишь свой слух к этому сочинению. На этом, пожалуй, следовало 
бы кончить предисловие и обратиться к изложению. 
[Предложение 1.] /Герпендикуляр, опущенный из центра 
какого-нибудь круга на сторэну вписаннэгэ в этот круг пяти- 
угольника, будет половиной сложенных вместе сторон шести- 
угольника и десятиугольника, вписанных в тот же круг. 
Пусть будет круг АВС и пусть ВС — сторона пятиугольника 
в круге АВС; возьмём центр О круга, опустим из О на ВС пер- 
пендикуляр ОЕ и продолжим «по прямой» с ОЕ прямые ЕЁ, ПА. 
Я утверждаю, что ДЕ будет половиной суммы сторон шести- 
угольника и десятиугольника, вписанных в тот же круг (черт. 1). 
Действительно, соединим ОС, СЁ, отложим НЕЁ, равную ЕР, 
и из точки Нк С проведём соединительную прямую НС. Теперь, 
поскольку вся окружность круга в пять раз больше дуги ВРС, 
и половиной всей окружности круга будет АСР, половиной ВЕС 
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же РС, то, значит, дуга АСР будет в пять раз больше дуги РС. 
Значит, АС будет учетверённой РС. Как же АС к РС, так будет 
и угол АРС к РОС («Начала», УГ 33). Значит, угол АДС в 
четыре раза больше РОС. Но угол АДС вдвое больше ЕЁРС 
(«Начала», Ш, 20); значит, и угол ЕРС вдвое больше НОС. 
Также угол ЕРС равеи ЕНС («Начала», |, 4). Значит, и угол 
ЕНС вдвое больше НОС. Значит, ОН равна НС («Начала», [, 
6, 32). Но НС равна РС. Значит, и ОН равна РС. Также 
и НЕ равна ЕР. Значит, и ОЕ равна вместе взятым ЕЁ, РС. 
Прибавим к обеим по ОР. Значит, вместе взятые ОР, ЕС будут 
вдвое больше 2Е. Но ОЛ равна сто- 

роне шестиугольника, РС же — десяти- А 

угольника; итак, ОЕ будет половиной 
сложенных вместе сторон шести- 
угольника и десятиугольника, вписан- 
ных в ТОТ же самый круг. 

Вот из [12-го] предложения в 
книге ХШ ясно, что опущенный из 
центра круга на сторону равносто- 
роннего треугольника перпендикуляр 
будет половиной радиуса круга. 

Тот же самый круг охватывает и 
пятиугольник додекаэдра и треуголь- 
ник икосаэдра, вписанных в ту же 
самую сферу. Это излагается Ари- 
стеем в книге, озаглавленной «О сра- 
внении 5 тел», Аполлонием же во вто- 
ром издании «Сравнения додекаэдра 
с икобаэдром», где доказывается, что как поверхность додекаэдра: 
к поверхности икосаэдра, так и сам додекаэдр будет относиться 
к икосаэдру вследствие ‘того, что одна и та же прямая будет 
перпендикуляром, опущенным из центра сферы как на пяти- 
угольник додекаэдра, так и на треуголыгик икосаэдра. Я же хочу 
показать, что один и тот же круг охватывает и пятиугольник 
додекаэдра, и треугольник икосаэдра, вписанных в ту же сферу, 
предварительно изложив следующее. 

[Предложение 2.] Если в круг будет вписан равнэсторон- 
ний и равноугольный пятиугольник, то хорда, стягивающая 
9ве сторэны и сама стэрэна пятиугольника в квадратах бу- 
дут вместе взятые в пять раз больше радиуса. 

Пусть будет круг АВС, и пусть АС будет сторона пяти- 
угольника в круге АВС; возьмём центр О круга, опустим на АС 
перпендикуляр ОР, продолжим его до В, Е и соединим АВ. Я 
утверждаю, что квадраты на ВА, АС будут в пять раз больше 
квадрата на ОЕ (черт. 2). 

Соединим АЕ; значит, АЕ будет стороной десятиугольника. 
Й так как ВЕ вдвое больше Ер, то, значит, ВЕ? будет в четыре 
раза больше ЕР?. Но ВЕ? равен ВА?-- АЕ?. Значит, ВА?-- АЕ? 
в четыре ргза больше ДЕ*. Значит, ВА?-|- АЕ? и ЕД? в пять раз. 
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«больше ДЕ?. Но ОЕ*-- БА? равны АС? («Начала», ХШ, 10). Зна- 
чит, 4В2-- АС? в пять раз больше ОР*. 

Доказавши это, следует показать, что [предложение 3] один 
‚и тот же круг охватывает и пятиугольник додекаэдра и 
треугольник икосаэдра, вписанных в ту же самую сферу. 

Возьмём диаметр АВ сферы, и впишем в неё додекаэдр и 
икосаэдр; пусть один из пятиугольников додекаэдра будет СРЕРН, 
треугольник же икосаэдра АДА. Я утверждаю, что радиусы опи- 
ханных около иих кругов будут равны, то-есть что тот же самый 
круг охватывает и пятиугольник СДЁРН и треугольник КЁС 
(черт. 3). 

Соединим ОН; значит, ОН будет стороной куба («Начала», 
_ХШ, 17). Возьмём теперь некоторую прямую ММ так, чтобы АВ? 
В 
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Черт. 2. Черт. 3. 
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был в пять раз больше ММ№?. Но также и диаметр сферы будет 
в степени в пять раз больше радиуса круга, по которому вычер- 
чивается икосаэдр («Начала», ХИ, 16, следствие). Значит, ММ 
‚будет равна радиусу круга, по которому вычерчивается ико- 
саэдр. Разделим ММ в крайнем и среднем отношении в ©, и 
пусть большим отрезком будет МО. Значит, МО будет стороной ` 
десятиугольника *). И так как АВ? в пять раз больше М/№, а ВА? 
в три раза больше ОН? («Начала» ХШ, 15), то, значит, три ОН? 
равны пяти М№. Как же три ОН? к трём СН?, так и пять ММ№ 
к пяти МО? **). Но пять МО? и пять М№ будут равны пяти АГ? 
«Начала», ХШ, 16; 10) ***). Значит, пять АГ? будут равны трём СА? 


*) Это общеизвестное свойство стороны правильного деся- 
тиугольника легко может быть получено из сопоставления пред- 
ложений 65 и 9 книги ХШ «Начал». 

*%) Это следует из того, что сторона выпуклого пятиуголь- 
ника будет большим отрезком при делении в крайнем и среднем 
отношении стороны правильного звёздчатого пятиугольника (ср. 
«Начала», ХШ, 8). 

*#*) Сторона икосаэдра равна стороне пятиугольника, вписан- 
ного в круг © радиусом ММ («Начала», ХШ, 16). 
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и трём ОН". Но пять А? будут равны пятнадцати квадратам 
адиуса круга, описанного около треугольника СА («Начала», 
Ш, 12), а три ОН? и три СН? будут равны 15 квадратам ради- 

уса круга, описаиного около СОЕЕРН; ибо выше было доказано 

(предложение 2), что 0? вместе с СН? в пять раз больше квад- 

рата радиуса круга, описанного около пятиугольника СОЕЕН. 

Итак, пятнадцать квадратов одного радиуса равны пятнадцати 

квадратам другого радиуса; значит, один диаметр равен другому 

диаметру. 
Итак, один и тот же круг охватывает пятиугольник доде- 
каэдра и треугольник икосаэдра, вписанных в ту же самую сферу. 


[Предложение 4.] Если будут равносторонний и равно- 
угольный пятиугольник и около него круг, и из центра будет 
опущен перпендикуляр на одну`из сторон, то тридцать раз 
взятый прямоугольник на одной стороне и этом перпендику- 
ляре будет равен поверхности додекаэдра. 

Пусть равносторонний и равноугольный пятиугольник бу- 
дет АВСОЕ и около пятиугольника круг АСР; возьмём центр Р 
круга и из ГК опустим на СО перпендикуляр РН. Я утверждаю, 
что тридцать раз взятое СОЖ ЕН будет равно двенадцати пяти- 
угольникам АВСОР (черт. 4). 

Соединим СА, РО. Поскольку СОЖЕН вдвое больше тре- 
угольника СОР, то, значит, пять раз СОЖАЕН будут <состав- 
лять> десять треугольников. Возьмём и то и другое шесть раз. 
Значит, тридцать раз СОЖ ЕН будут равиы поверхности доде- 
каэдра. 

Подобным же вот образом докажем, что [предложение 5], 
если будет равносторонний треугольник АВС и около него 
круг, и центр круга 0, перпендикуляр же на ВС есть ОЕ то 
триодать раз ВС Ж ОЕ будет равно поверхности икосаэдра 
(черт. о). 

Действительно, поскольку опять РЕЖ ВС будет вдвое больше 
треугольника 02ВС, то, значит, два треугольника ОВС будут 
равны ДЕ Х ВС. Возьмём то и другое трижды; значит, шесть 
треугольников ОВС равны трём ОЕЁЖ ВС. Но шесть треуголь- 


10 Евклид, т. И! 
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ников ОВС суть два треугольника АВС. Значит, три ОЕХ ВС 
равны двум АВС. Возьмём то и другое десять раз. Значит, три- 
дцать раз ОДЕЖ ВС будет равно двадцати треугольникам АВС, 
то-есть поверхности икосаэдра. 

Таким образом, как поверхность додекаэдра к поверхности 
икосаэдра, так и прямоугольник между стороной первого и опу- 
щенным на неё перпендикуляром из центра круга около пяти- 
угольника АВСОЕ будет относиться к прямоугольнику между 
стороной икосаэдра и опущенным на неё перпендикуляром из 
центра круга около треугольника, если додекаэдр и икосаэдр 

вписаны в одну и ту же сферу. ' 
Выяснив это, должно показать, 
что [предложение 6] как поверхность 
додекаэдра к поверхности икоса- 
эдра, так будет и сторона куба к 
стороне икосаэдра. 
| Возьмем круг АВС, охватываю- 
щий пятиугольник додекаэдра и тре- 
угольник икосаэдра, вписанных в ту 
й Г же самую сферу, и впишем в круг 
АВС сторону икосаэдра СО и доде- 
каэдра АС (черт. 6). Значит, СО бу- 


у 7.) дет стороной равностороннего тре- 

угольникаа а АС — пятиугольника. 

& Затем возьмём центр Е круга и из 
Уд 

Е на ОС, СА опустим перпендику- 

Черт. 6. ляры ЕР, ЕН, продолжим НВ «по 


прямой» с прямой ЕЛ, соединим ВС и 
отложим С — сторону куба. Я утверждаю, что будет—как поверх- 
ность додекаэдра к поверхности икосаэдра, таки Ск СО. 

Действительно, поскольку при делении в крайнем и среднем 
отношении вместе взятых ВЕ и ВС большим отрезком будет ВЕ 
(«Начала», ХШ, 9) и половиной вместе взятых ЕВГ ВС будет ЕН 
(предложение 1), половиной ВЕ же «будет» ЕР (предложение 1, в 
конце; «Начала», ХШ, 12), то, значит, при делении ЕН в крайнем и 
среднем отношении большим отрезком будет ЕР. Но также и при 
делении С в крайнем и среднем отношении большим отрезком 
будет СА («Начала», ХШ, 17, следствие). Значит, как @ к СА, 
так и ЕНк ЕР. Значит, ЕР Ж С будет равно САХ ЕН. И поскольку 
как @ к СО, таки РЕХ С к СО Х РЕ, «произведение» же РЕЖ 
равно САЖЕН, то, значит, как @ к СО, так и САЖНЕКк 
СО РЕ, то-есть как поверхность додекаэдра к поверхности 
икосаэдра. Итак, как поверхность додекаэдра к поверхности ико- 
саэдра, таки С к СО 

Можно и иначе доказать, что как поверхность додекаэдра 
к поверхности икосаэдра, так будет и сторона куба к стороне 
икосаэдра, если предварительно изложить следующее. 

Пусть будет круг АВС; впишем в круг АВС стороны АВ, 
ВС равностороннего пялиугольника, соединим ВС, возьмём 
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центр 2 круга иот Акр проведём соединительную прямую Ар, 
продолжим ОЕ «по прямой» с прямой АД и отложим ОР— по- 
ловину АЛ; пусть также НС будет втрое больше СС (черт. 7). 
Я утверждаю, что АРЖ В будет равно этому пятиугольнику. 

Действительно, от В к Р проведём соединительную пря- 
мую ВО. Поскольку АД вдвое больше ОЛ, то АР будет в пол- 
тора раза больше АР. Затем, поскольку НС втрое больше СО, 
то НО вдвое больше СС. Значит, НС будет в полтора раза 
больше СН. Значит, как РКА к АО, так и СН к НО. Значит, 
АРХ НС равно РАЖСН. Но СН равна ВН. Значит, АРХ ВН 
будет равно РА Х На. Но АРХ ВН составляет два треугольни- 


А 


Р 
Черт. 7. Черт. 8. 


ка АВР. Значит, и АЕЖ НО будет составлять два треугольни- 
ка АВО. Таким образом, значит, пять АРХ НО составят десять 
треугольников. Десять же треугольников будут два пятиуголь- 
ника. Значит, пять АРХ НО будут равны двум пятиугольникам. 
Теперь, поскольку Н@ вдвое больше (С, то АРЖ НО будет 
вдвое больше АРХ (С. Значит, два АЕЖ СС будут равны 
АРХ НО. И значит, десять АРХ СС будут равны пяти АРХ НО, 
то-есть двум пятиугольникам. Таким образом, пять АР Ж СС будут 
равны одному пятиугольнику. Пять же раз АРХ СС будет равно 
АРХ СВ, так как СВ есть упятерённая СС, а АР будет общей 
высотой. Итак, АРЖ ВА будет равно одному пятиугольнику. 

Теперь, выяснив всё это, возьмём круг АВС, охватывающий 
пятиугольник додекаэдра и треугольник икосаэдра, вписанных 
в ту же самую сферу; впишем в круг АВС стороны ВА, АС 
равностороннего пятиугольника, соединим ВС, возьмём центр Е 
круга, из Ак Е проведём соединительную прямую АР и про- 
должим её до Р, и пусть АЕ будет в два раза больше ЕН, а 
КС втрое больше СС; из Н под прямым углом к АР проведём НМ 
и продолжим НО «по прямой» с НМ. Значит, ОМ будет сторо- 
ной равностороннего треугольника. Соединим АД, АМ. Значит, 
треугольник АДМ будет равносторонним (черт. 8). И поскольку 


10* 
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АНХ СВ будет равно пятиугольнику, АН Ж НО же — треугольни- 
ку АДМ, то, значит, будет, что как АН Ж аОВкОНХ НА, так и пя- 
тиугольник к треугольнику. Как же Ва Ж АНкОН Х НА, так и Ва 
кон. И значит, как двенадцать СВ к двадцати ОЛЯ, так и двенадцать 
пятиугольников к двадцати треугольникам, то-есть поверхность 
додекаэдра к поверхности икосаэдра. И двенадцать ВС составят 
десять ВС; ибо ВА будет в пять раз больше СС, а ВС в шесть 
раз больше СС. Значит, шесть ВО будут равны пяти ВС. Также 
и удвоенные. Двадцать же ОН будут десять 0М; ибо ОМ вдвое 
больше ОН. Значит, как десять ВС к десяти ОМ, так и поверх- 
ность додекаэдра к поверхности 
А икосаэдра. И ВС есть сторона 
куба, )М же — икосаэдра. И зна- 
чит, как поверхность додекаэдра 
к поверхности икосаэдра, так и ВС 
к ОМ, то-есть сторона куба к сто- 
р роне икосаэдра. 

ГА 7: Вот нужно доказать, что [прел- 
ложение 7|, если какую-нибудь 
прямую разделить в крайнем и 
среднем отнэшении, то как квад- 
рирующая вместе взятые квад- 
@ раты всей прямой и ббльшего 
отрезка к квадрирующей вместе 
взятых квадратов всей прямой 
Е>.=——_ и меньшего отрезка, так будет 
относиться и сторона куба к 

сторон? икосаэдра. 
УИ Пусть АСВ будет круг, охва- 
Черт. 9. тывающий пятиугольник додека- 
эдра и треугольник икосаэдра, 
вписанных в ту же самую сфе- 
ру; возьмём центр С круга, проведём из точки С какую-нибудь 
произвольную прямую СВ и разделим её в Д в крайнем и сред- 
нем отношении; пусть больший отрезок будет СО. Значит, СР 
есть сторона десятиугольника, вписанного в тот же самый круг. 
Возьмём также стороны икосаэдра А, додекаэдра ГР и куба Н 
(черт. 9). Значит, Е будет сторона равностороннего треугольника, 
КР же — вписанного в тот же самый круг пятиугольника, причём К 
будет большим отрезком для Н, разделённой в крайнем и срел- 
нем отношении («Начала», ХШ, 17 следствие). Поскольку Е рав- 
на стороне равностороннего треугольника, сторона же равио- 
стороннего треугольника в степени будет втрое больше ВС 
(«Начала», ХШ, 12), [то, значит, Е? втрое больше ВС], также и 
СВ? В?*) будут втрое больше СО («Начала», ХШ, 4), то, 
значит, как Е? к СВ?, так и СВ*-- ВО? к СО». Перестановкой — 
как Е? к СВ?-- ВО?, так СВ? к СО*. Как же ВС? к СР>?, таки Н? 


Рн———— 


*) В подлиннике «за джо ГВ\». 
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к 22 ибо Е есть больший отрезок для Н. И значит, как Е? к 
СВ--ВО?, так и Н? к Е?. Переставляя и обращая,— как Е? 
к Е2, таки Р? к СВ2-- Вр*. Но ВС?--СО* равны 2, ибо сто- 
рона пятиугольника в квадратах равна стороне шестиугольника 
вместе со стороной десятиугольника, вписанных в тот же самый 
круг («Начала», ХШ, 10). Значит, как Н? к 22, так и ВС?-- СР? 
к СВ2- ВР». И значит, как Н? к Е?2, так и при делении прямой 
в крайнем и среднем отношении квадрат квадрирующей квадра- 
ты всей прямой и большего отрезка будет к квадрату квадри- 
рующей квадраты всей прямой и меньшего отрезка. И Н будет 
стороной куба, Е же — икосаэдра. 

Итак, если прямая разделена в крайнем и среднем отноше- 
нии, то будет, что как квадрирующшая всю прямую и больший 
отрезок к квадрирующей всю прямую и меньший отрезок, так 
и сторона куба к стороне икосаэдра, вписанных в ту же самую 
сферу. 

И нужно доказать, что [предложение 8] как сторона куба 
к стороне икосаэдра, так и объём *) додекаэдра к объёму ико- 
саэдра. 

Действительно, поскольку равные круги охватывают и пя- 
тиугольник додекаэдра и треугольник икосаэдра, вписанных 
в ТУ же самую сферу, в сферах же равные круги одинаково от- 
стоят от центра **), то, значит, опущенные из центра сферы на 
плоскости кругов перпендикуляры будут равны и попадут в 
центры этих кругов. Таким образом, проведённые из центра 
сферы к центру круга, охватывающего и треугольник икосаэдра 
и пятиугольник додекаэдра, перпендикуляры будут равны. Зна- 
чит, Пирамиды, имеющие основаниями пятиугольники додекаэдра, 
и пирамиды, имеющие основаниями треугольники икосаэдра, будут 
равновысокими ***). Равновысокие же пирамиды будут друг к 
другу, как основания («Начала», ХИ, 6). Значит, как пятиуголь- 
ник К треугольнику, так и пирамида, основание которой пяти- 
угольник, вершина же центр сферы, к пирамиде, имеющей ос- 
нованием треугольник, вершиной же центр сферы. И значит, 
как двенадцать пятиугольников к двадцати треугольникам, так 
и двенадцать пирамид, имеющих пятиугольные основания к двад- 
цати пирамидам, имеющим треугольные оснэвания. И двенадцать 
нятиугольников составляют поверхность додекаэдра, двадцать же 
треугольников — поверхность икосаэдра. Значит, будет, что как 
поверхность додекаэдра к поверхности икосаэдра, так и 12 пи- 
рамид, имеющих пятиугольные основания к двадцати пирамидам, 
имеющим треугольные основания. И 12 пирамид, имею цих пяти- 
угольные основания, составляют объём додекаэдра, двадцать же 
пирамид, имеющих треугольные основания,—объём икосаэдра. 


*) со слерзбу— в «Началах» употребляется в смысле «тело». 
*+) Это доказывается в «Сферике» Феодосия, книга Т, пред- 
ложение 6. 


*ж#*) [005 — тот же термин, что в книге ХИ «Начал». 
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И значит, как поверхность додекаэдра к поверхности икосаэдра, 
так и объём додекаэдра к объёму икосаэдра. Как же поверх- 
ность додекаэдра к поверхности икосаэдра, так по доказанному 
и сторона куба к стороне икосаэдра (предложение 6). И значит, 
как сторона куба к стороне икосаэдра, так будет и объём доде- 
каэдра к объёму икосаэдра. 

А что две прямые, разделённые в крайнем и среднем отно- 
шении, будут находиться в вышеизложенной пропорции, мы до- 

кажем так (черт. 10): 


ДмоАА Разделим АВ в крайнем и сред- 
@ нем отношении в С и пусть больший 

Е её отрезок будет АС. Подобным же 

2! Г: | образом разделим и ДОЁ в крайнем и 
среднем отношении в РА, и пусть 

Черт. 10. больший её отрезок будет ОЛ. Я ут- 


верждаю, что как вся АВ к АС, так 

и вся ОЕ к большему отрезку ОР. 

Действительно, поскольку АВХ ВС равно АС*, а ХЕХ ЕР 
равно ОРЁ*, то, значит, будет, что как АВХ ВС к АС?, так и 
РЕХ ЕРк ОЁ>. И значит, как четырежды АВ ВСк АС?, так и че- 
тырежды ДЕЖЕЕР к ПР. И, «присоединяя», как четырежды 
АВХ ВС с АС? к АС?, так и четырежды ОРЕХ ЕР с ОР? к ОЕ* 


4АВ.ВС -- АС? _ 4)Е.ЕЕ-- ОЕ? 
АС? — ОЕ? 


Таким образом («Начала», П, 8), и как квадрат вместе взятых 
АВ, ВС к АС?, так и квадрат вместе взятых ОЕ, ЕЕ к ОЕ": 


(АВ--ВС) _(РЕ- ЕЕ}? 
АС? ОА? 


И в первой степени, как АВ--ВС вместе с АС, т.е. две АВ 
к АС, так и ОЕ-- ЕР вместе с ОЁЮ, т. е. две ДЕ к БЕ. И для 
половин, как АВ к АС, так и ОЕ к ПОР. 
Если какая-нибудь прямая разделена в крайнем и среднем 
отношении, то сторона куба к стороне икосаэдра имеет то от- 
ношение, в каком квадрирующая квадраты всей прямой и боль- 
шего отрезка находится с квадрирующей квадраты всей прямой 
и меньшего отрезка. Если же, кроме того, доказано, что 
как сторона куба к стороне икосаэдра, так и поверхность 
додекаэдра к поверхности икосаэдра, вписанных в ту же 
самую сферу, 

а также, что 
как поверхность додекаэдра к поверхности икосаэдра, так 
и сам додекаэдр к икосаэдру 

вследствие того, что один и тот же круг охватывает и пяти- 

угольник додекаэдра и треугольник икосаэдра, то ясно, что 
если в одну и ту же сферу впишем додекаэдр и икосаэдр, 
то они будут находиться в отношении, в каком для любой 
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прямой, разделённой в крайнем и среднем отношении, 
будет квадрирующая квадраты всей прямой и большего 
отрезка к квадрирующей квадраты всей прямой и мень- 
шего отрезка. 

Так вот, если всё это нами усвоено, то ясно, что если в ту 
же самую сферу будут вписаны додекаэдр и икосаэдр, то доде- 
каэдр будет находиться к икосаэдру в отношении, как квац- 
рирующая всей прямой, разделённой в крайнем и среднем 
отношении, и её большего отрезка к квадрирующей всей пря- 
мой и меньшего отрезка. Действительно, если как додекаэдр к 
икосаэдру, так и поверхность додекаэдра к поверхности ико- 
саэдра, то-есть как сторона куба к стороне икосаэдра, как же 
сторона куба к стороне икосаэдра, так будет при делении 
какой-нибудь прямой в крайнем и среднем отношении квадри- 
рующая всей прямой и большего отрезка к квадрирующей всю 
и меньший отрезок, то, значит, как додекаэдр к икосаэдру, впи- 
санному в ту же самую ‘сферу, так и при делении какой- 
нибудь прямой в крайнем и среднем отношении квадрирующая 
всей прямой и большего отрезка к квадрирующей всей прямой 
и меньшего отрезка (1). 


—® 


КНИГА ПЯТНАДЦАТАЯ 
Гелегегегеуелегегеге гагегегагетететегаиара 


я 


[Предложение 1.] В данный куб вписать пирамиду (черт. 1). 

Пусть АВСРЕРСН будет данный куб, в который надо впи- 
сать пирамиду. Соединим АС, АЕ, СЕ, АС, ЕС, СС. Ясно, что 
треугольники АБС, АСЕ, АСС, ССЕ будут равносторонними, 
ибо их стороны являются диаметрами квадратов. Значит, АЕСС 
будет пирамидой; и она вписывается в данный куб. 
[Предложение 2.] В данную пирамиду вписать ‘октаэдр 
черт. 2). 


Черт. 1. Черт. 2. 


Пусть данная пирамида, в которую нужно вписать октаэдр, 
будет АВСО и вершина её в точке О. Разделим АВ, АС, АПР, 
Вр, ВС пополам в точках Р, Р, Н, С, К, Г и соединим СК, С([, 
БЕ, ЕН, а также и остальные. И поскольку АВ вдвое больше 
каждой из СК, НЕ, то, значит, СК будет равна и параллельна 
НЕ. Подобным же образом и СН будет равна и параллельна РК. 
Значит, СКЕН будет равносторонним. Я утверждаю, что и пря- 
моугольным. Действительно, если из АГ опустим перпендику- 
ляры на плоскости ЕРВН, РСЕН, ЕРСК, КН ($1<!), то подоб- 
ным же образом докажем, что «треугольники, стоящие» над 
квадратом СКАН, равносторонни *). | 

[Предложение 3.] В данный куб вливать октазэдр (черт. 3). 


*) Текст доказательства этого предложения явно испорчен. 
Нет никакой нужды доказывать, что СКЕН будет квадратом, 
так как то обстоятельство, что треугольники ЕСА, ЕСН, ЕНЕ, 
ЕЕК и ГСК, ГАН, ГНЕ, ГЕК равносторонни, уже достаточно 
для того, чтобы многогранник ЕРОНАЕ был бы октаэдром. 
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Пусть данный куб будет АВСРЕЕНОЦ; возьмём центры К, 
[, М, М вертикальных квадратов и соединим КГ, [.М, ММ, МК. 
Я утверждаю, что АЁММ будет квадратом. Проведём через К, Ё 
параллели ОО, РО. Поскольку РО вдвое больше ОК, ЧО же — 
ОГ, то КО равна ОГ. Вследствие того же и МО равна @Г. Зна- 
чит, А[2 вдвое больше О[2. Вследствие того же и М2? вдвое 
больше [(. Значит, КГ? равен 
МГА. Значит, КЁЕММ будет равно- 
сторонним. И очевидно, что и пря- 
моугольным. Возьмём центры КЮ, 
$ двух квадратов Вр и ЕН и с0- 
единим ЮЁ, ЮМ, ЮК, ЮМ, $К, $, 
$М, $М. И очевидно, что образу- 
ющие октаэдр треугольники будут 
равносторонними, ибо мы дока- 
жем это тем же самым рассу- 
ждением *). 


Черт. 3. 


[Предложение 4.] В данный октаэдр вписать куб (черт. 4). 

Возьмём центры Л, @, К, [Г кругов, описанных около тре- 
угольников АВС, АСР, АВЕ, АПЕБ, и соединим НО, НК, СЁ, 
[К. Я утверждаю, что НаКГ будет квадратом. Через Н, С, К, 
[ параллельно ВС, ВЕ, СР, РЕ проведём МО, ММ, №, 00. 
Поскольку треугольник АВС равносторонний, то прямая, соеди- 
няющая 4 с центром С круга, описанного около треугольника 
АВС, делит пополам угол А треугольника АВС. Значит, Ма 
равна МО. На том же основании и НО равна МН. Значит, и М 
равна /1//[, так как ОМ равна ММ. И угол НМО прямой; из 
этого ясно, что НО равча НК **). На том же основании будут 


*) Повидимому, тем же самым, которое содержится во вто- 
ром предложении. 
**) Автор опускает доказательство, что ОН == ОК = КЦ. 
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равны и остальные стороны. Теперь, так как НОКЕГ паралле- 
лограмм, то он будет лежать в одной плоскости. И поскольку 
каждый из углов НОМ, МОГ будет половиной прямого, то, зна- 
чит, остающийся угол НОГ, будет прямым. Точно так же и 0с- 
тальные углы. Значит, НАК есть квадрат. Значит, возможно, 
взяв первоначально центры ЯН, @, К, ЕЁ и проведя параллели ММ, 
№9, 00, ОМ, соединить НС, СГ, ГК, КН и назвать НаКЕ 
квадратом. Если же мы возьмём центры и остальных треуголь- 
ников и таким же образом их соеди- 
ним, то докажем, что и остальные 
будут квадратами, и получим куб, 
вписанный в данный октаэдр. 
[Предложение 5.] В данный ико- 
Е саэдр вписать додекаэдр (черт. 5). 
Возьмём пятиугольник АВСРЕ 
икосаэдра *) и центры ЯН, С, К, Г, М 
кругов, описанных около треуголь- 
ников АРЕ, АРВ, ВЕС, ЕС, ПРЕ, 
и соединим На, СК, КЕ, ЁМ, МН. 
И затем соединяющие РН, Ра, ЕК 
продолжим до О, М, О. Тогда ЕА, 
АГ, ВС разделятся в точках ©, М, О 
пополам. И как М№О к МО, так и На 
к СК. Значит, @Н равна СК. Подобным 
же образом докажется, что будут равны и остальные стороны пяти- 
угольника НСОКЁМ. Я утверждаю, что он и равноугольный. Дейст- 
вительно, так как две №0, МО параллельны двум НО, СК, то они 
заключают равные углы, и очевидно, что и другие. Вообразим 
опущенный из Г на плоскость пятиугольника АВСОЕ перпенди- 
куляр, который упадёт в центр круга, описанного около пяти- 
угольника. Если же мы соединим М с точкой, в которую упадёт 
перпендикуляр из Р, и через С проведём параллельную ей 
прямую, то ясно, что она встретится с перпендикуляром из 
Е, и что проведённая из @ параллель образует прямой угол 
с опущенным из Р перпендикуляром. Затем, если мы соеди- 
ним К и Н © центром круга около пятиугольника АВСОЕ и 
с точкой, в которой проведённая из С прямая встречается 
с соединяющей РЁ «и центр круга около АВСРЕ» то <обе 
эти соединяющие> будут образовывать с последней прямые 


углы, откуда видно, что пятиугольник НОКЁЕМ будет в одной 
плоскости... **). 


Черт. 5. 


*) Подразумевается пятиугольник, на котором строятся пять 
треугольников, образующих одну из вершин икосаэдра (на чер- 
теже Р). 

+=) На этом обрывается изложение, которое нельзя назвать 
страдающим излишней полнотой и точностью, как и зообще 
весь материал книги ХУ (1). 
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Нам нужно знать, что, если кто-нибудь нас спросит: «сколько 
сторон имеет икосаэдр?», то мы ответим так: ясно, что икосаэдр 
ограничивается двадцатью треугольниками, и что каждый тре- 
угольник ограничен тремя прямыми; мы должны перемножить 
двадцать треугольников на число сторон в треугольнике; полу- 
чается шестьдесят, половина которых будет тридцать. Точно 
так же затем и относительно додекаэдра; так как додекаэдр 
ограничен двенадцатью пятиугольниками, и затем каждый пяти- 
угольник имеет пять сторон, то сделаем двенадцать раз пять; 
получится шестьдесят. Возьмём затем половину; будет тридцать. 
Почему же мы берём половину? Потому что каждая сторона, 
будет ли то треугольника, пятиугольника или квадрата, как 
в случае куба, берётся два раза. Точно так же тем самым спо- 
собом ты найдёшь число сторон куба, пирамиды или октаэдра, 
проделав с ними то же самое. 

Если же ты, кроме того, захочешь узнать число вершин 
каждого из пяти тел, то, проделав опять то же самое, раздели 
на число граней, ограничивающих одну из вершин тела, так, 
например, поскольку вершину икосаэдра ограничивают пять тре- 
угольников, то дели на пять; получатся двенадцать вершин ико- 
саэдра. В случае же додекаэдра вершину ограничивают три пя- 
тиугольника; дели на три, и получишь двадцать принадлежащих 
додекаэдру вершин. Точно так же ты найдёшь число вершин и 
для остальных (2). 


Спрашивалось, каким образом для пяти правильных тел 
определить наклон одной какой-нибудь из ограничивающих это 
тело плоскостей, именно тот наклон, который имеют друг к другу 
плоскости, ограничивающие каждое из этих тел. Решение этого 
вопроса, предложенного по инициативе Исидора, великого на- 
шего учителя, заключается в следующем. У куба вполне оче- 
видно, ЧТО ограничивающие его плоскости пересекают друг 
друга под прямым углом. Что же касается пирамиды, то мы 
возьмём одну её треугольную грань и из концов одной стороны, 
как из центров, опишем дуги раствором, равным перпендику- 
ляру, опущенному из вершины на основание, и пусть эти дуги 
пересекут друг друга; тогда прямые, соединяющие это сечение 
с центрами, будут заключать наклон ограничивающих пирамиду 
плоскостей. Что касается октаэдра, то если мы построим на 
стороне треугольника квадрат и из концов диагонали, как из 
центров, опишем дуги раствором, точно так же равным высоте 
треугольника, то опять прямые, соединяющие общее сечение 
этих дуг с центром, будут содержать недостающую до двух 
прямых часть искомого наклона. Что же касается икосаэдра, то, 
построив на стороне треугольника правильный пятиугольник, 
проведём прямую, стягивающую две его стороны, и, проведя из 
ев концов, как из центров, дуги раствором, равным той же са- 
мой высоте треугольника, мы найдём, что соединяющие точку 
общего пересечения этих дуг с центрами прямые будут точно 
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так же заключать недостающую до двух прямых часть наклона 
плоскостей икосаэдра. Что же касается додекаэдра, то если мы 
возьмём один пятиугольник, проведём точно так же прямую, 
стягивающую две его стороны, и из её концов, как из центров, 
опишем дуги раствором, равным длине перпендикуляра, опу- 
щенного из её середины на параллельную ей сторону пяти- 
угольника, то прямые, соединяющие точку, где встречаются эти 
дуги, с центрами, точно так же будут содержать недостающую 

до двух прямых часть наклона плоскостей додекаэдра. 
Так вот вышеупомянутый славнейший муж дал такую тео- 
рию относительно вышесказанного, причём доказательство для 
д каждого случая представлялось ему впол- 
не ясным. Но чтобы вполне выявить 
заключающуюся в них доказываемую 
теорию, я изъясню ход рассуждений в 
каждом случае и прежде всего для пи- 

рамиды. 

Вообразим пирамиду АВСО, ограни- 


ченную четырьмя равносторонними тре- 
угольниками (черт. 6), причём основанием 
В У будем считать АВС, вершиной же р. 


Разделив сторону АД пополам в Ё, со- 
единим ВЕ и ЕС. И так как треуголь- 
ники 408, АОС равносторонни и АВ 
разделена пополам, то, значит, ВЕ и СЕ 
будут опущенными на АД перпендикулярами. Я утверждаю, что 
угол ВЕС будет острым. Действительно, поскольку АС вдвое 
больше АЁ, то АС? будет вчетверо больше АЕ? Но АС? равен 
АЕ? и ЕС?; таким образом, АС? имеет к СЕ? отношение, как 4 
к 3. И СЕ равна ЕВ; значит, ВС? будет меньше ВЕ? -- ЕС2. 
Значит, угол ВЕС будет острым («Начала», П, 13). Теперь, по- 
скольку АД является общим сечением двух плоскостей АВР, 
АРС и под прямыми углами к эгому общему сечению в каждой 
из плоскостей проведены прямые ВЕ, ЕС и они заключают 
острый угол, то, значит, угол ВЕС будет наклоном этих пло- 
скостей («Начала», ХТ, определение 6). И он дан; ибо заданы и 
ВС, являющаяся стороной треугольника, и каждая из ВЁ, ЕС, 
являющихся высотой равностороннего треугольника. Теперь 
дуги, описанные из центров В, С, то-есть концов одной стороны, 
раствором, равным высоте треугольника, пересекут друг друга 
в точке Е, и прямые, соединяющие её с В, С, будут заключать 
наклон плоскостей; а это и было то, что мы сказали выше. А 
что описанные из центров В, С раствором, равным высоте дан- 
ных треугольников, круги пересекут друг друга, вполне ясно, 
ибо каждая из ВЕ, ЕС больше половины ВС. А круги, описан- 
ные из центров В, С раствором, равным половине ВС, будут 
касаться друг друга; если раствор меньше, то они ни касаются, 
ни пересекают друг друга; если же раствор больше, то всегда 
пересекаются. И вот таким образом для пирамиды ход рас- 


Черт. 6. 
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суждения представляется вполне ясным и соответствующим до- 
казательствам. 

Затем вообразим на квадрате АВС пирамиду, имеющую 
вершину Е и ограничивающие её треугольники (кроме основа- 
ния) равносторонние (черт. 7). Тогда пирамида АВСРОЕ будет 
половиной октаэдра. Разделим одну из сторон АЁ одного тре- 
угольника пополам в Р и соединим ВА, ОР. Значит, ВР, ОЕ 
будут равными и перпендикулярными к АБ. Я утверждаю, что 
угол ВЕР будет тупым. Действительно, соединим ВО. И по- 
скольку АВСО квадрат и ВР его диаметр, то В0* вдвое больше 
РА?. Но ПА? имеет к ОЕ? отношение, как уже было сказано 
выше, как 4 к 3. И значит, ВР к ОЕ? имеет отношение, как 8 
к 3. Но ОЕ равна ЕВ. Значит, В0* будет больше ВА? -- ЕО*. 
Значит, угол ВРО будет тупым («Начала», П, 12). И так как АЕ 
есть общее сечение двух пересекающих 
друг друга плоскостей АВЕ, АЛЕ и к ней А р 
под прямыми углами в каждой из плоско- 7 
стей проведены ВА, РО, заключающие ту- 
пой угол, то, значит, ВЕ) будет недостаю- 
щей до двух прямых частью наклона пло- 
скостей АВЕ, АРЕ («Начала», ХТ, определе- 
ние 6). Значит, если угол ВЕР дан, то дан 
и упомянутый наклон. Теперь, поскольку В Й 
задан треугольник октаэдра, и АД является Черт. 7. 
одной из сторон октаэдра, и на ней пост- 
роен квадрат АС, то задана и ВС, являю- 
щаяся диаметром квадрата. Но также даны и ВЕ, РР — высоты 
треугольника. Таким образом, дан и угол ВАД. Значит, если на 
стороне треугольника мы построим квадрат, как, например, АС, 
и, соединив диаметр ВО, из центров В, О опишем круги рас- 
твором, равным высоте рассматриваемого треугольника, то они 
пересекут друг друга в ^, и прямые, соединяющие К с обоими 
центрами, будут заключать угол ВАО, который, как сказано, 
представляет недостающую до двух прямых часть наклона этих 
плоскостей. И из этого ясно, что каждая из ВА, ЕО будет больше 
половины В), и вследствие этого при инструментальном пост- 
роении оба круга необходимо пересекут друг друга. И из дока- 
зательства стало ясным, что ВО к ОК имеет в степени отноше- 
ние, как $8 кз;и ВО в степепи будет в четыре раза больше 
своей половины. Таким образом, каждая из ВЕ, РО будет вслед- 
ствие этого больше половины ВО. И вот это относительно ок- 
таэдра. 

Что же касается икосаэдра, то вообразим равносторонний и 
и равноугольный пятиугольник АВСОЕ (черт. 8) и на нём пи- 
рамиду, имеющую вершину /, такую, что ограничивающие её 
треугольники были бы равносторонними. Тогда пирамида АВСРЕ 
будет частью икосаэдра. Одну сторону ЕС одного из треуголь- 
ников разделим пополам в /1 и соединим ВН, НО, которые бу- 
дут равными и перпендикулярными к СЕ. Я утверждаю, что 
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угол ВНР будет тупым. И это само по себе очевидно. Дейст- 
вительно, соединяющая ВО стягивает тупой угол ВСР пяти- 
угольника. Угол же ВНР больше её («Начала», [, 21), ибо ВН 
с НР будут меньше, чем ВС с СРО. Так вот подобно предыду- 
щему, докажем, что угол ВНО будет недостающей до двух пря- 
мых частью наклона треугольников ВЕС и СЕБО. Если же эта 
часть дана, то будет данным и наклон граней икосаэдра. Дейст- 
вительно, если мы на стороне треугольника икосаэдра построим 
пятиугольник, то поскольку задана стягивающая две стороны 
пятиугольника, как на нашем чер- 

теже ВО, а также и высоты ВЛ, @ 

НО треугольников, то будет дан 
и угол ВНО. Если же из концов 
стягивающей две стороны пяти- 
угольника прямой. например, ВО, 


А 


Черт. 8. 


как из центров, опишем круги раствором, равным высоте тре- 
угольника, то они пересекаются друг с другом, например, в М, 
и соединяющие Я с ВБ, О прямые будут заключать недостающую 
до двух прямых часть наклона обеих плоскостей. И также и здесь 
из чертежа ясно, что каждая из ВН, НО будет больше поло- 
вины ВО, что может быть доказано и при инструментальном 
построении. 

Вообразим отдельно равносторонний треугол ник @КГ, на 
КТ. построим пятиугольник КММОЕГ, соединим МЁ и проведем 
@О — высоту треугольника СКЁ (черт. 9). Я утверждаю, что @О 
будет больше половины Л. Из К опустим на МЁ перпендику- 
ляр МР, и поскольку КЁР будет больше трети прямого угла, 
то-есть угла КОСО, построим угол РЕЮ, равный КСО. Значит, 
РЕ будет высотой равностороннего треугольника, сторона ко- 
торого ЮЁ. Таким образом, ЮЁ? имеет к [Р* отношение, как 4 
к 3. Но КЁ больше [Ю. Значит, К]? имеет к ГР? отношение 
большее, чем 4 к 3 («Начала», У, 8). Также и к ЦО? он имеет 
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отношение, как 4 к 3. Значит, АЁ имеет к [Р большее отноше- 
ние, чем к СО. Значит, СО будет больше [Р («Начала», \, 10). 
Относительно же додекаэдра дело обстоит так: вообразим 
один из квадратов того куба, на котором строится додекаэдр 
(ср. «Начала», ХШ, 17), положим АВСЬ и две плоскости доде- 
каэдра АЕВЕН, НОССЕ (черт. 10). Вот я утверждаю, что и 
в этом случае наклон обоих пятиугольников является данным. 
Разделим РН пополам в А, проведём из А в каждой из плос- 
костей АГ и КМ под прямыми углами к ЕН и соединим МГ. 
Я говорю, во-первых, что угол 
МКГ будет тупым. Действи- А р 
тельно, в книге ХШ «Начал» ми — 
(ХТШ, 17) относительно постро- 
ения додекаэдра доказано, что 
перпендикуляр, опущенный из | 
К на квадрат АВСО, будет по- 
ловиной стороны пятиуголь- 
ника. Таким образом, он будет 
меньше половины МГ, а вслед- МР 
ствие этого угол МАГ бу- В С 
дет тупым *%). В этой же самой 
теореме одновременно доказа- Черт. 10. 
но, что АЁ?2 будет равняться 
квадрату половины стороны куба вместе с квадратом половины 
стороны пятиугольника. Таким образом, те же самые АЁ и АМ, 
которые равны между собой, будут больше половины МГ **). Зна- 
чит, если угол МАГ, дан, то, конечно, будет дана и величина наклона 
рассматриваемых плоскостей, которая будет недостающей до двух 
прямых частью. Далее, поскольку сторона квадрата АВСР стя- 
гивает две стороны пятиугольника, пятиугольник же задан, то, 


о @- 


- | МЕ 
*) Если упомянутый перпендикуляр будет меньше —>_, то 


2 2 
МК? < Ир ее и МК? --- К]? < МГ», что и доказывает выска-- 


занное положение. Что же касается утверждения, что длина 


1 
упомянутого перпепдикуляра будет меньше 5 МЕ, то это сле- 
дует из того, что сторона ВЕ пятиугольника будет ббльшим 


отрезком при делении АВ в крайнем и среднем отношении 


(«Начала», ХШ 8), т. е. будет составлять бт 0,515 от 43: 
(«Начала», ХТ, 1); таким образом, его половина, равная 0,307 АВ: 


или 0,307 МЕ, будет, конечно, меньше 5 МЕ. 


“*) Увлечённый теорией додекаэдра, автор не заметил, что. 
это просто следует из предложения 20 книги [ «Начал». 
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значит, дана и МГ. Даны также и обе МК, АГ, ибо они явля- 
ются перпендикулярами из середины, стягивающей две стороны 
прямой на параллельную ей сторону ЕН пятиугольника; значит, 
будет дан и угол ЕАМ, представляющий, как было сказано, не- 
достающую до двух прямых часть искомого наклона. Значит, он 
хорошо сказал относительно инструментального построения, 
что нужно будет в заданном пятиугольнике провести стягиваю- 
щую две стороны соединительную прямую, которая будет равной 
стороне куба, и затем из её концов, как из центров, раствором, 
равным опущенному из её середины перпендикуляру на парал- 
лельную ей сторону пятиугольника (на чертеже это будут АЕ 
и АМ), описать окружности и точку встречи этих окружностей 
соединить с центрами прямыми, которые и будут заключать недо- 
стающую до двух прямых часть наклона рассматриваемых плоско- 
стей. А что перпендикуляр АГ будет больше половины МЁД *), это, 
как уже говорилось, одновременно доказано в «Началах». 


*) Это необходимо для того, чтобы доказать, что упомяну- 
тые две окружности пересекаются. 


—— 


КОММЕНТАРИИ 


20.Мордухаи-Фолтовсёого 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ Х! 


1. Тела и поверхности. Об определении тела (определение 1) 
следует сказать то же, что было сказано мной об определениях 
точки, линии и поверхности в комментариях к первой книге 
«Начал». Это — определение, логически не действующее, но тем 
не менее не лишённое интереса с исторической и методической 
точек зрения. 

Характеристика тела длиной, шириной и глубиной, конечно, 
идёт не от Евклида. Эту характеристику можно найти и у Пла- 
тона 1) и в «Метафизике» Аристотеля 2). 

Но находится ли у них указание на трёхмерное простран- 
1189? — Думаю, что нет. В античное время нашего понятия 
о пространстве не существовало. Едва ли можно счесть пра- 
вильным перевод б\астасв Аристотеля словом измерение. Ведь 
для нас измерение прежде всего — число, но античной мысли 
совсем чужда арифметизация, т. е. выражение всех геометри- 
ческих величин числами. Поэтому слово измерение здесь лучше 
заменять протяжением. Понятие трёхмерного пространства ста- 
новится употребительным с установлением понятия о координа- 
тах, т. е. очень поздно, пожалуй, со времён даже не Декарта, 
а Канта и Эйлера, когда рядом с ним встаёт и четырёхмерное — 
не воображаемое, а только мыслимое — пространство. К тому же 
сле дует отметить, что и не все античные авторы видят только 
три телесных протяжения. 

Тот же Аристотель в «Физике» даёт 3) уже вместо четырёх 
6 протяжений, соответствующих направлениям: спереди, сзади, 
сверху, снизу, справа и слева. 

Об евклидовых телесных фигурах следует повторить то же, 
что нами сказано о плоских. 

Евклидов треугольник не треугольник современной проек- 
тивной геометрии, а часть плоскости, ограниченная тремя не 


1) «Софист», 235 О (Сочинения, русск. перевод Карпова, ч. 6, 
СПБ, 1879). 


2) «Метафизика», 1020 а 13, 11 (русск. перевод А. В. Кубиц- 
кого, М. —Л., 1934). 


3) «Физика», 2086 13 и след. (русск. перевод В. П. Карпова, 
кн. [\, 1, стр. 70, М., 1937). 


11* 
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пересекающимися в одной точке прямыми. Точно таким же об- 
разом и евклидов многогранник есть то, что ограничивается 
плоскостями. Однако тут и встречается серьёзное затруднение: 
в треугольнике ограничивается часть плоскости, но что же огра- 
ничивается в тетраэдре? Мы сказали бы — часть пространства, 
но отвлечённое пространство ещё не мыслилось античными 
математиками. 

С одной стороны, Евклид, уже по аналогии с плоскими 
фигурами, мыслил многогранник заполненным, а не полым, но 
он нигде не говорит, чем он заполнен. 

Вероятно, именно эти мысли и заставляли некоторых антич- 
ных мыслителей, начиная уже с Платона, мыслить атомы-мно- 
гогранники полыми и даже более того — состоящими только из 
рёбер, вроде проволочных моделей. Но против такого взгляда 
выступал Аристотель. Здесь интересно отметить, что Платон 
говорит о многогранниках, заполненных и полых, как о различ- 
ных предметах. 

Еще несколько слов о борьбе двух точек зрения, между 
которыми колеблется Аристотель. При первой идут (употребляя 
современную терминологию) от многообразия высшего порядка 
к многообразию низшего, выставляя последнее как границу 
первого. При второй идут в обратном направлении — от много- 
образия низшего измерения к многообразию высшего, или со- 
ставляя последнее из множества первых, или заставляя первые 
образовывать вторые. Сам Евклид никогда не составляет из точек 
линий, из линий поверхностей, из поверхностей тел, но в своих 
геометрических определениях он образует цилиндр, конус и 
сферу движением плоских фигур, мысля вместе с тем точку как 
границу линии, линию как границу поверхности, поверхность 
как границу тела. 

Герон в «Оейтопез» 4) соединяет обе точки зрения, утвер- 
ждая в 11-м определении, что тело ограничивается поверхностью 
и вместе с тем, что тело получается движением поверхности. 

2. Перпендикулярность. Евклид определяет перпендикуляр- 
ность прямой к плоскости так же, как и мы, а именно: перпен- 
дикулярностью данной прямой ко всем прямым на плоскости, 
пересекающим данную прямую. Но мы считаем, что такое опре- 
деление надо оправдать, т. е. следует доказать, что класс опре- 
деляемых прямых не пустой или не нулевой. Но Евклид ни в 
этом случае, ни в других аналогичных этого не делает. Я уже го- 
ворил, что все его определения представляют только описания 
геометрических фактов, им наблюдаемых. Такая прямая всегда 
наблюдаегся, и этого уже достаточно. 

Для нас оправданием определения 3 является евклидово пред- 
ложение 4 о том, что прямая, перпендикулярная к двум пря- 
мым на плоскости, перпендикулярна и ко всем другим прямым 
этой плоскости. Мы можем скорее убедить в существовании 


4) Сочинения Герона изданы Тейбнером ([е1р21о, 1899—1912) 
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прямой, перпендикулярной к двум прямым, чем в существова- 
нии прямой, перпендикулярной к бесконечному множеству 
прямых. 

Но не следует видеть в предложении 4 попытку Евклида 
дать такое оправдание определения. У Евклида это предложение 
выставляется только затем, чтобы в дальнейшем из перпенди- 
кулярности к двум прямым выводить перпендикулярность к плос- 
кости. При этом ему оказывается нужным ещё предложение 5 
о том, что пересекающиеся прямые, перпендикулярные к данной 
прямой, лежат в одной плоскости. 

Здесь следует ещё отметить, что в поисках лучших опре- 
делений плоскости некоторые математики, например, Крелль 5) 
и Фурье 6), остановились на определении плоскости как поверх- 
ности, образуемой прямыми, перпендикулярными к одной пря- 
мой, обращая таким образом евклидово предложение 5 в опре- 
деление плоскости. , 

В то время как евклидово определение перпендикулярности 
прямой к плоскости не отличается от нашего, определение пер- 
пендикулярности двух плогкогтей у него совсем другое. По 
Евклиду плоскость Р перпендикулярна к плоскости О, если 
прямая ММ№ в плоскости Р, перпендикулярная к прямой АВ 
пересечения Ри О, будет также перпендикулярна к О, и обратно: 
если прямая [М в плоскости О, перпендикулярная к АВ, будет 
перпендикулярна и к Р. Определение это также не оправды- 
вается. В нём следует доказать, что вторая часть представ- 
ляет следствие первой. 

Мы устанавливаем сначала понятие о. двугранном угле 
вообще, затем о прямом двугранном угле, и плоскостями пер- 
пендикулярными считаем те, которые образуют прямой двугран- 
ный угол. 

Интересно отметить, что евклидово определение перпенди- 
кулярности двух плоскостей, требующее перпендикулярности 
одной прямой на Рк О и одной прямой на О к Р, переносится 
и на четырёхмерное пространлтво. Перпендикулярность общего 
типа именно такова. В четырёхмерном пространстве плоскости 
Пересекаются не по прямой, а вообще в одной точке, причём 
если они не попадают в трёхмерное пространство (гиперпло- 
скость), то можно говорить о перпендикулярности только в том 
смысле, что только одна прямая Р перпендикулярна ко всем 
прямым на О и только одна прямая в О перпендикулярна ко 
всем прямым на Р. 

3. Углы. Прежде всего обращаю внимание на то, что 
у Евклида угол — это наклон не плоскостей, граней (как мы 
это мыслим), а прямых, рёбер. 


5) «иг ТВеоЧе 4ег ЕБепе», СгеПе’з Лоигпа|, Ва. 45 (1845). 
6) 5спооЕет, ТиваМ ипа Мепо4е 4ег р!ап1тен1зспепт Оп- 
{егг1сВЬ, (е1р21, 1890. 
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Согласно Л. Бертрану") телесный угол — это часть про- 
странства, ограниченная плоскостями, пересекающимися в одной 
точке. Евклид же мыслит наклон только прямых. Правда, он 
потом говорит и о наклоне плоскостей, но не мыслит этот 
наклон как двугранный угол, а отождествляет его с соот- 
ветствующим линейным углом, т. е. наклон плоскостей пред- 
ставляет как наклон некоторых линий. 

При евклидовом понимании наклона плоскостей теоремы 
о пропорциональности двугранных и соответствующих им ли- 
нейных углов совершенно отпадают. 

4. Равенство тел. В особенности много обсуждались опре- 
деления 10 и 11 Евклида. В них видели большие недостатки, ста- 
вившиеся в вину Евклиду. Но при их обсуждении всегда проек- 
тировали настоящее в прошлое, обнаруживая непонимание самой 
постановки проблемы у Евклида. 

Постоянно забывалось, что Евклид, как я уже много раз под- 
чёркивал, понимал равенство большей частью в смысле равнове- 
ликости. На первый взгляд кажется, что здесь, в стереометрии, 
он как будто отступает от этого и равенство понимает в смысле 
одинаковости форм и размеров при различных положениях. 
Однзко более глубокий анализ вскрывает, что и здесь Евклид 
остаётся Евклидом. 

Для Евклида два симметричных тетраэдра с равными гра- 
нями равны; для Роберта Симсона8) они не равны, потому что 
они не совмещаются. 

По Евклиду равенство телесных фигур вовсе пе определя- 
ется совмещением. Треугольники можно совместить, передвинув 
треугольник по плоскости или перевернув его над плоскостью, 
но нельзя совместить октаэдр с октаэдром, каким-то чудесным 
образом проникнув одним внутрь другого. Такая операция могла 
бы возбудить только насмешку со стороны софиста. Доказатель- 
ства Симсона, о которых мы будем ниже говорить, с евклидо- 
вой точки зрения неприемлемы. 

В сущности Евклид оказался в таком же положении, что и 
Гильберт, отказавшийся от евклидова наложения на плоскость, 
вынуждаемый к этому формально логическим построением гео- 
метрии. 

Гильберт выставил аксиомой то, что вовсе не является очевид- 
ной истиной, а именно, первый случай равенства треугольников. 

Симсон настаивает на том, что определение 10, хотя бы и 
< коррективом, состоящим в отбрасывании симметрических фи- 
гур, нельзя принять за аксиому, что его следует доказать. Мы 
приводим ниже это доказательство, но повторяем, что для «На- 
чал» оно неприемлемо. Симсон говорит больше. Он подчёр- 


1) [.. Вег{гапа, Ову@орретепЕ поиуеаи 4е |а рагНе 616- 
тепате 4ез МапетаНдиез, Сепёуе, 1778. 

8) В. З1 шзоп, Еис1141$ е@етешогит [15:1 рё!огез, СЛазечае, 
1756. Его же, Тве Е1етелё$ о? ЕчсИа, Мо{ез, О]азоцае, 1752. 
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кивает, что доказать это определение можно только в случае 
трёхгранных углов. 

Во времена Симсона неизвестна была теорема Коши о много- 
гранниках, согласно которой развёртка мпогогранника вполне 
определяет многогранник. 

Ешё одно замечание —о возможности построения двух мно- 
гогранников с равными гранями, но неравных в смысле Евклида 
{т. е. не равновеликими). На одном и том же основании АВС Симсон 
строит две пирамиды АВС и АВСЕ, получая, таким образом, би- 
пирамиду (черт. 1). Затем впутри АВСР он строит симметричную 
АВСЕ пирамиду АВСР. Тогда два тела — бипирамида и пирамида 
с углублением — будут иметь равные грани, но не равные объёмы. 
Во все рассуждения Евклида, относящиеся к многогранникам, 

р следует внести ограничение выпу- 

клости, т.е. расположения всего 

многогранника по одну сторону 
от продолженных граней. 


Черт. 2. 


5. Три тезрзмы Роберта Симсона. Приведём теперь тео- 
ремы Симсона, обосновывающие определение Евклида (с упомя- 
нутым выше ограничением). 

1. Если плоские углы одного телесного угла соэтветственн? 
равны плоским углам другого, то заключающие эти углы пло- 
скости будут равно наклонены между собой. 

Пусть А и В два телесных угла с соответственно равными 
плоскими углами (черт. 2.) 


5 САБ = ЕВО, < САЕ = < ЕВН, Х ЕАр= $ НВД. 


Докажем, что плоскости АСЕ и ВЕН будут равно наклонены 
соответственно к АСР и ВРО. 

Откладываем ВМ = АК и восставляем перпендикуляры А/ и 
КГ к АС и МР и ММк ВЕ. Соединим [Ё и М№Р; нам нужно бу- 
дет доказать, что в треугольниках АГ и МРМ углы при вер- 
шинах Аи М будут соответственно равны. 

Из равенства прямоугольных треугольников АА и ВМР 
{равные катеты АА и ВМ и углы при А и В) получаем: 


К1= МР, АГ-== ВР. 
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Затем из равенства прямоугольных треугольников ААТ и 
ВММ аналогично находим: 


КТ = ММ, АГ = ВМ. 


Теперь из равенства треугольников АЛ/ и ВМ№Р (АГ = ВМ, 
А1—= ВР, /Х [ГА1= / МВР) убеждаемся в равенстве сторон 


И == МР, 


а отсюда следует равенство треугольников АГГ и ММР, а зна- 
чит, И углов при Аи М. 

Аналогично проведём доказательство и для двух остальных 
пар плоскостей. 

П. Вели два телесных угла ограничены равными и одина- 
ково расположенными плоскими углами, то эти телесные 
углы могут быть совмещены друг с другом. 

Теорема легко доказывается, если совместить вершины Аи В, 
затем грани АА] и ВМР; тогда при одинаковости наклонений 
граней АА/ с АКЁ и ВМР с ВММ совпадут и грани АА, с ВММ, 
а затем и АЁ/ с ВМР. 

Отсюда сейчас же выводится, что: 

Ш. Тела, ограниченные тем же числом равных, подобных 
и подобно расположенных фигур при ограничений углами не 
более чем трёх плоскостей, равны и подобны. 

6. Подобие тел. В определении 9 выступает дисгармония 
с определением подобия плоских фигур в шестой книге «Начал» 
(определение 1). Там подобные фигуры определяются как такие, 
которые имеют соответственно равные углы, и стороны, за- 
ключающие равные углы, пропорциональны. 

Условие подобия должно было бы здесь состоять не только 
в подобии граней, но и в равенстве трёхгранных углов. 

Рассуждая так же, как в отношении равенства, легко уви- 
дим, что в случае трёхгранных углов условие, относящееся ‘к уг- 
лам, можно выпустить, но его, как и для многоугольников, нельзя 
выпустить в случае многогранных углов. 

В истории теории подобия мы можем отметить следующие 
этапы: 

1) Сперва подобие определяется одинаковостью формы. Ра- 
венство углов и отношений сторон является сперва не опреде- 
лением, а свойством, выявляемым 0с0бой аксиомой. Но затем 
оно обращается в определение. Следует отметить, что рациона- 
листы, взирая на Геометрию как на учение о пространстве, 
возврашаются к этому аристотелеву определению подобия 9). 

Мы видели в комментарии к книге УГ, что лейбницианско- 
вольфианское 19) определение подобия по существу сводится к 


9) «Метафизика», кн. 10, гл. 3. 

1) Д. Д. Мордухай-Болтовской, Теория подобия 
Хр. Вольфа («Вестник опытной физики и элементарной математики», 
1915). 
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- аристотелевскому определению иявляется логически не дейст- 
вующим. Логический же аппарат начинает работать только с вы- 
движением аксиомы о подобии фигур, получаемых теми же по- 
строениями, произведёнными над подобными элементами. 

2) Последним этапом является установление понятия о по- 
добном преобразовании. Это — точка зрения уже современной 
Высшей Геометрии. Подобными фигурами здесь являются те, ко- 
торые преобразуются друг в друга подобным преобразованием. 
Но ей предшествует промежуточная ступень, когда подобные 
фигуры мыслятся как приводимые движением в такое положе- 
ние, что вершины (или вообще соответствующие точки) оказы- 
ваются на прямых, сходящихся в одной точке, а грани (соответ- 
ствующие плоскости) параллельны. . 

Эта точка зрения проводится в не- А С , 
которых учебниках первой поло- ‚В, 
вины ХХ в. и её можно было бы АТС 
провести в «Началах», в общем, не 

особенно отступая от духа Евклида. 

Существует ещё один подход 
к понятию подобия, обращающий 
на себя внимание потому, что он 
содержит в себе зародыш идеи 
подобног® преобразования. Это — 
подход чрезвычайно богатого иде- Черт. 3. 
ями Луи Бертрана, в новой форме, 
возрождающейся в итальянских учебниках настоящего времени п). 

Две плоские фигуры — безразлично, криволинейные или пря- 
молинейные — мыслятся подобными, если между ними сущест- 
вует такое соответствие, что всем прямым ЮА, ЮВ, КС. (черт. 3}, 
проходящим через одну определённую точку К в одной фигуре, 
отвечают в другой прямые Ю’А’, А’В’, Ю'С', проходящие через 
одну определённую точку А’, отвечающую Ю. причём так, что 
углы между парами соответствующих прямых равны, а соответ- 
ствующие отрезки пропорциональны: 


ЮА:Ю’А’ = ЮВ: Ю'В’ =... 


С точки зрения Высшей Геометрии подобное преобразова- 
ние, во-первых, конформно (сохраняются углы), во-вторых, аф- 
финно (сохраняются простые отношения отрезков). У Л. Бертрана 
эти свойства берутся только в отношении прямых, проходящих 
через одну определённую точку. Ему приходится доказывать, 
что то же имеет место и в отношении других точек. Бертран 
мог бы совершенно так же определить и подобие телесных фи- 
гур. Но он уклоняется от этого и определяет подобие телесных 
фигур указанным подобием плоских, получаемых в сечении пло- 


11) |.. Вег!гапа, цит. соч. (см. сноску 7), гл. 3, предл. 26, 
гл. 6, предл. 141. 
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скостями, проходящими через прямую, проведённую перпендику- 
лярно к некоторой определённой плоскости. 

Конечно, и такое определение должно быть развито, как и 
относящееся к плоским фигурам, а именно, следует доказать, что 
взятая плоскость может быть заменена произвольной. 

В заключение отметим, что определение подобия Бертрана 
весьма близко к определению, которое даёт Кавальери в своей 
«Геометрии неделимых». 

Если при пересечении тел системой соответственных парал- 
лельных плоскостей между этими плоскостями получаются по- 
добные между собой сечения, то тела называются подобными. 

Кавальери доказывает согласованность этого определения с 
евклидовым для многогранников. Оно, конечно, шире, чем ев- 
клидово, и обнимает также подобные поверхности. 

Кавальери во [ книге «Геометрии» доказывает весьма общую 
теорему: отношение друг к другу каких-либо подобных тел равно 
тройному отношению сходственных линий или сходственных сто- 
рон их сходственных фигур. 

7. Пирамида и призма. Евклидово определение пирамиды как 
телесной фигуры, ограниченной плоскостями, которые от одной 
плоскости сходятся в одной точке, не удовлетворяет в настоящее 
время математиков. К тому же наше ухо режет и евклидов тер- 
мин «плоскость», употребляемый не в смысле безгранично про- 
долженной плоскости, а в смысле конечной ограниченной еб части, 
т. е. в смысле евклидовой плоской фигуры. Мы же пользуемся 
теперь специальным термином «грань». 

Но критики античных математиков исправляли эти опреде- 
ления иначе. 

Герон так исправляет Евклида. Он говорит, что пирамида 
есть фигура, сходящаяся в одной точке, ограниченная треуголь- 
никами, с треугольным, четыреугольным и многоугольным, т. е. 
вообще прямолинейным основанием 12). 

Но в это определение входит, во-первых, понятие оснэвания, 
которое должно быть определено, во-вторых, пирамиду можно 
считать сходящейся не только в её вершине, но и в вершинах 
многоугольника, служащего основанием. 

Лежандр 13, даёт определение: //ирамида есть теле“ная фи- 
гура, образэванная треугольниками, сходящимися в одной точке, 
и заканчивающаяся на различных сторонах плоского огнэва- 
ния. Но чтб такое основание — разъясняется уже после форму- 
лировки этого определения. 

Это определение даёт пример избыточного определения, в 
которое входит часть признаков, выводимых из других. Следует 
отметить, что с методической точки зрения такие определения 


13) Негоп, Пей Нопез, опред. 99. 
13) А. М. Гербепаге, Е!6теп!$ Ае Оботем1е (русск. пе- 
ревод, СПБ, 1837). 
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неизбежны. Другие определения можно считать лучшими, но не 
с методической, а только с научной точки зрения. 

Хизс 14) приводит в своих комменгариях определение Тейлора: 
пираиида — мнэгогранник, у кот)рого вге грани, кроме одной, 
сходятся в одной точке. 

Другое определение — Раузенбергера: пирамида — телесный 
угол, пересечённый плогкостью. 

Евклидово определение призмы как телесной фигуры с 
двумя равными и параллельными основаниями и с боковыми гра- 
нями — параллелограммами, не вызывает возражения, но оно 
должно быть оправдано, т. е. следует установить, что плоскости, 
проходящие через пары непараллельных сторон оснований, пере- 
секаются по прямым параллельным. 

Тейлор 5) определяет призму подобно тому, как он опреде- 
ляет пирамиду: это многогранник, имеющий, кроме двух, ве 
грани, параллельные однэй прямой. 

Здесь следует сказать, что античные математики не могли 
рассматривать призму как предельную форму пирамиды; такой 
взгляд мог возникнуть только с понятием бесконечно удалённой 
точки прямой. 

8. Сфера. Евклидово определение сферы — чисто генети- 
ческое, указывающее, каким Образом врашением полукруга про- 
изводится сфера. Однако более ранним явЛяется чисто описа- 
тельнэе определение сферы. 

Так Аристотель 16) определяет сферу как тело, одинаково 
простирающееся во все стороны от центра. Но и более поздние 
математики, например Герон 11), говорят о сфере совершенно так 
же, как Евклид о круге: сфера — телесная фигура, ограниченная 
одной поверхностью так, что прямые линии, падающие из одной 
точки к точкам, которые на ней лежат, равны между собой. 

9. Конус и цилиндр. .Для конуса и цилиндра Евклид даёт 
чисто генетические определения, получая первый вращением 
треугольника, а второй — прямоугольника около одной стороны. 

У Евклида мы находим конус и цилиндр, но не находим 
конической И цИЛИНдрической поверхностей. Однако Аполлонию, 
исследующему сечения конуса, среди которых находятся пара- 
бола и гипербола, уже приходится устанавливать понятие о ко- 
нической поверхности. 

В первом определении он говорит 18): 


14) Т. |.. НеаЕв, Те ИН! шиеел Воокз оЁ ЕчсПаз Еетеги, 
у01. ПЬ Сатбг1Аое, 1926, стр. 268—269. 

15) Там же (см. предыдущую сноску). 

6) «О небе», кн. 2, гл. 14, 297а 24. 

и) «Эейо1опез», опред. 76 

13) Аро!1оп1и5 Регбаеицз, Орега, е4. Нефеге, 1891, 
Со Иса, кн. Г опред. Ги 2 '[Есть русск. перевод Ягодинского, 
«Известия Сев.-Кавк. Университета», 1928, т. Ш (ХУ)]. 
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«если от какой-либо точки окружности круга, который не 
находится в одной плоскости с некоторой точкой, проводить пря- 
мые, соединяющие эту точку с окружностью, и при неподвижно- 
сти точки перемещать прямую по окружности, возвращая её ту- 
да, откуда началось движение, то поверхность, описанную пря- 
мой и составленную из двух поверхностей, лежащих в вершине 
друг против друга, из которых каждая бесконечно увеличивается, 
если бесконечно продолжать описывающую прямую, я называю 
конической поверхностью, неподвижную же точку — её вершиной, 
а осью — прямую, проведённую через эту точку и центр круга». 

Заменяя здесь круг, какой угодно кривой, мы получаем наше 
определение конической поверхности при любой направляющей. 

Во втором определении Аполлоний говорит: «конусом же я 
называю фигуру, заключённую между кругом и конической по- 
верхностью от вершины до окружности. круга, вершиной кону- 
са — точку, которая представляет вершину поверхности, осью — 
прямую, проведённую из вершины к центру круга, а основа- 
нием — круг». 

Совершенно аналогичное этому определение цилиндрической 
поверхности даёт Серен 19). 

Евклид рассматривает только прямые конусы и цилиндры, 
т. е. такие, у которых ось перпендикулярна к основанию, а 
Аполлоний различает уже прямые —с осью, перпендикулярной 
к основанию,— и косые. То же делает Серен для цилиндров. 

Конечно, античные математики не мыслили цилиндр как пре- 
дельную форму конуса. 

И у Рамуса 20) при его дихотомном делении особенно резко 
выступает противоположность цилиндра конусу. Только весьма 
поздно, пожалуй только со времени Понселэ, когда установилось 
наше понятие о бесконечно удалённой точке прямой, цилиндр 
стал мыслиться как конус с бесконечно удалённой вершиной. 

10. Евклидово существование телесных фигур. В коммен- 
тариях к планиметрическим книгам «Начал» мы указали, что 
Евклид признает существующими только такие объекты, кото- 
рые могут быть построены циркулем и линейкой на основа- 
нии его трёх постулатов. 

Но в чём состоит евклидово существование телесных фи- 
гур? Нельзя предполагать, что здесь он круто поворачивает на 
лежандрову точку зрения. Следует думать, что и здесь он ос- 
тавтся на своей точке зрения, признавая только те доказатель- 
ства, все элементы которого могут быть построены. Но тогда 
представляется, что ему необходимо было бы выставить особые 
постулаты, относящиеся уже к построениям в пространстве. 


о 19) бегепиз, Ое зесНопе суПпаг. (Оризсша, еа. Нефегв, 
1896). 

20) Катиз, Чеотенм1ае 51 27, ВазПеае, 1567; Зепоагит 
ша{ПетаИсагит Н5г! 21, Вазеае, 1569. 
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Таким, например, должен был бы явиться постулат 0 8в03- 
можности проведения плоскости через две пересекающиеся 
прямые. ° 

Но вместо этого мы находим у Евклида предложение 2 
книги Х|], играющее- роль такого постулата, причём нельзя не 
согласиться с тем, что в книге Х[ чувствуется в этом отношении 
некоторая недоделанность. 

Генетический характер некоторых определений порождает 
в них постулирование некоторых операций, и можно сказать, что 
аналоги планиметрических постулатов являются также в форме 
определений. Операции описания окружности на плоскости от- 
вечает операция получения сферы врашением полукруга около 
диаметра, а также получение конуса и цилиндра вращением. 

Очень интересной является принадлежащая Борелли 21) по- 
пытка переработки книги ХПГ по образцу первой с выявлением 
следующих постулатов: 

1. Возможно через какую-либо прямую провести плоскость. 

2. Возможно продолжить, как угодно, плоскость. 

Борелли прав, конечно, указывая на необходимость введения 
этих постулатов в «Начала», но он не прав, считая их вполне 
достаточными вместе с планиметрическими. 

11. Стересметрические аксиомы сочетания. Гильберт вы- 
ставляет следующие аксиомы сочетания в пространстве: 

[«. Для каких-либо трёх точек А, В, С, не лежащих на од- 
ной прямой, существует всегда плоскость а, принадлежащая каж- 
дой из них. Для любой плоскости всегда существует принадле- 
жащая ей точка. 

5. Для трёх не лежащих на одной прямой точек А, В, С имеет- 
ся не более одной плоскости, принадлежащей каждой из них. 

[6. Если две точки Аи В прямой а лежат на плоскости а, 
то и каждая точка прямой. а лежит на плоскости а. 

11. Если две плоскости а и В имеют общую точку А, то они 
имеют по меньшей мере ешё одну общую точку В. 

И, конечно, вообще при любом, претендующем на логиче- 
скую строгость построении системы Геометрии необходимы ак- 
сиомы вроде сейчас упомянутых. Но Евклид их не выявляет, а по 
его образцу они не выявляются и в наших учебниках Геометрии. 

Гильбертова аксиома 6 группы [Г превратилась у нас в 
определение плоскости. Евклид же её доказывает, формулируя 
следующим образом: прямая не может разделиться на две части 
так, чтобы одна её часть лежала в одной плоскости, а другая — 
в другой; вместе с тем он доказывает и аксиому 7 первой груп- 
пы Гильберта — пересекаемость плоскостей по прямой. 

Но первые три предложения Евклида не удовлетворяли 
математиков ХУП и, ешё более, ХУШ вв. И над ‚аксиомами, 


обосновывающими книгу ХГ «Начал», размышляли многие ма- 
тематики. | 


21) Воге|111и$, ЕисИ4ез гезйини$, Кошае, 1670. 
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Клавий 22), как и Евклид, не давал стереометрических акси- 
ом, но их даёт Борелли, выдвигающий следующие стереометри- 
чзские аксиомы: 

1. Две плоскости не имеют общей части. 

2. Сечение двух плоскостей — прямая. 

3. Первое предложение книги ХГ «Начал» Евклида. 

Что касается положения 0 том, что две пересекающиеся 
прямые находятся в одной плоскости, то Борелли предлагает для 
него следующее форономическое доказательство, которое мы 

приводим здесь дословно. 
р Пусть две прямые АВ и СРО (черт. 4) 
В Пересекаются в точке В. Проводя на осно- 
вании первого постулата плоскость через 
АВ, мы заставляем её вращаться вокруг АВ 
до тех пор, пока на эту плоскость не попа- 
Е дёт точка О. Но тогда прямая, имея с пло- 
скостью две точки, окажется на ней всеми 
д своими точками. 
С Этот приём применяется почти во всех 
учебниках лежандрова типа, например в 
Черт. 4. большом курсе Руше и Комберусса 23), при 
доказательстве того, что плоскость опреде- 
ляется прямой и точкой. Но при этом прибавляется ещё дока- 
зательство единственности такой плоскости. 

По отношению к евклидову доказательству третьего пред- 
ложения Р. Симсон и другие отмечают, что его заключение 
должно быть исправлено. В доказательстве Евклида из того, что 
линии ДЕБ и ОВ заключают пространство, выводится, что они 
пе прямые. 

Р. Симсон замечает, что здесь можно заключить лишь о том, 
что одна из линий РЕВ и [МВ не прямая, и предлагает видо- 
изменить доказательство следующим образом. 

Так как ДЕВ и Г/В предполагаются прямыми, то если бы 
эти прямые не совпали, то заключали бы пространство, что про- 
тиворечит аксиоме 9 книги {[. 

[В сущности эта критика не является вполне справедливой, 
потому что идея доказательства Евклида может быть изложена 
следующим образом. 

Если две плоскости пересекаются по некоторой линии, то 
эта линия может быть только прямой. 

Действительно, две плоскости имеют две общие точки Ди 
В, принадлежащие их линии пересечения. Проведём через эти 
точки на каждой плоскости по прямой РЕВ и О1В; так как две 
прямые не заключают пространства, то эти прямые должны со- 
впадать, иными словами, прямая 0)/В одной плоскости будет 


22) С] ау1из, Еис Иа! еетеша, Егапкофиаги, 1607. 
23) Е. Коиспе еЕ СН. Сошрегоцззе, Тгаце 4ае ввоше!- 
ге, Раг!з, 1591. 
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принадлежать и другой, и обратно; это же значит, что линия 
пересечения двух плоскостей обязательно будет содержать неко- 
торую прямую. 

Предположим теперь, что обе плоскости будут ещё иметь 
какую-нибудь общую точку М, не лежащую на прямой ОВ. Тог- 
да нетрудно будет показать, что они будут иметь и общие пря- 
мые ОМ и ЛВ, а значит, и общий тре угольник ОМВ, но тогда, 
согласно предложению 2, нетрудно 
будет доказать, что обе плоскости 
должны совпасть, а это противоре- 
чит предположению (И. В.)]. 

12. Теоремы о перпендику- 
лярности прямой к плоскости. 
В настоящее время вместо евкли- 
дова доказательства теоремы 4 во 
всех учебниках приводится следу- 
ющее доказательство Коши. 

Пусть прямая АВ перпендику- 
лярна к двум прямым ВС и ВО, 
докажем, что она будет перпенди- 
кулярна и ко всякой другой пря- 
мой, проведённой в плоскости Р 
прямых ВС и ВО, например к ВЕ д’ 
(черт. 5). Проведём какую-нибудь Черт. 5 
прямую на плоскости Р, пересе- рт. 5. 
кающую прямые ВС, ВЕ, ВО 
в точках С, Е ШО. Эти точки соединим с точками Аи /,, 
симметричными относительно плоскости Р(ВА’ —= ВА). 

Из соотношений АВ = А’В; ВС —=ВСи АВ —= А’В, ВО = ВО 
заключаем соответственно о равенстве прямоугольных треуголь- 


НИКОВ. 
ЛААВС=лЛА’ВС и ЛАВО=ЛА’ВР. 


А 


Отсюда выводим, что АС —= А’С, АР = А’, следовательно, 
ААСР = ЛА’СЬ. 


Так как в треугольниках АСЕ и А’СЕ сторона СЕ общая, 
АС —= А’С и < АСЕ=<3 А’СЕ, то АЕ = А’Е. 

Наконец, в треугольниках АЕВ и А’ЕВ имеем АВ=А’Е, 
АВ= А’В, ЕВ = ЕВ, откуда вытекает равенство смежных углов 
АВЕ и А’ВЕ и, следовательно, перпендикулярность АВ к ЕВ. 

Заметим, что оба доказательства — Евклида и Коши — носят 
абсолютный характер, т. е. сохраняют силу и в пространстве Ло- 
бачевского. 

Совершенно другой характер имеет доказательство 
Лежанлра 24). 


24) Цит. соч. (см. сноску 13), кн. У, предл. 4 (см. также Х изс, 
т. Ш, стр. 280). 
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Лежандр проводит из середины К отрезка СВ прямую КЁ|| ВР, 
соединяет точку Е пересечения ВЕ с КЕ с точкой С, причём Е 
является серединой СДО (черт. 6). 

Затем используется соотношение между медианой и сторонами 

А (которое, конечно, уже не имеет 
места на плоскости Лобачевского). 


Для Л АСР: 

АС? -|-- АР: —= 2 АЕ --2ЕР?; 
для Л ВСР: 

ВС*-- ВР: —= 2ВЕ* Е 2ЕР:. 
После вычитания получаем: 


АС? — ВС?*-- АО? — ВЛ? — 
Черт. 6. — 2АЁБ? — 2ВЕ?. (1) 


Но теорема Пифагора (тоже не абсолютная) даёт: 
для Л АВС: 


для Л АВО: 


АС? — ВС? — АВ?®; 
АР? — ВО: —= АВ?, 
вследствие чего уравнение (1) превращается в следующее: 
2АБ* —=2 АЕ? — 2ВЕ?, 
АЕ* — АВ? -{ ВЕ?, 


откуда 


и по обратной теореме Пифагора заключаем, что / АБЕЁ прямой, 
т. е. АВ | ВЕ. 

В методическом отношении можно признать вполне рацио- 
нальным расслоение доказательств Коши на две теоремы, как 
это делает Адамар. 

А именно, можно сперва доказать, что геометрическое место 
точек, равноудалённых от двух точек А и А’ (черт. 5), представ- 
ляет плоскость, перпендикулярную к прямой АА’ и проходящую 
через середину отрезка АА’. 

Тогда доказательство предложения 4 Евклида значительно 
сокращается. 

Геометрическое место точек, равноудалённых от Аи А’ в 
плоскости АА’С, есть ВС, в плоскости же АА’ — Вр. Таким 
образом, плоскость точек, равноотстоящих от А и А, т. е. перпен- 
дикулярная к АВ, должна иметь с плоскостью, проходящей через 
ВС и ВР, две общие прямые и поэтому должна с ней совпадать. 

13. Псевдодоказательства, относящиеся к перпендику- 
ляру. С помощью псевдодоказательств долежандровские мето- 
дисты старались упростить элементарный курс Геометрии. Вот, 
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что, например, остаётся у них от предложения 4 книги Х[ 
«Начал». - 

Прежде всего высказывалось следующее определение: 

Перпендикулярной линией к плоскости мы называем та- 
кую линию, которая не наклоняется ни к какой стороне 
плогкогти. 

Почему, спрашивает Безу 25), линия АВ, перпендикулярная 
к плоскости, должна быть вместе с тем перпендикулярна ко всем 
линиям ВС, ВС., ВСу..., проведённым от точки В на пло- 
скости? — Потому что, отвечает Безу, если бы она не была пер- 
пендикулярна к какой-либо линии, то она наклонялась бы в ев 
направлении. 

Далее доказывается, что перпендикуляры к АВ не выходят 
из плоскости, перпендичулярной к АВ, ибо в противном случае 
оказались бы два перпендикуляра к этой прямои, лежащие в 
одной плоскости. 

После этого предложейие 4 Евклида 
доказывается ссылкой на то, что плоскость, 
получаемая вращением перпендикуляра к 


АВ, и будет как раз та, которая проходит й 
через прямые ВС и ВР. А 
Безу оперирует понятием наклонения р 


в нематематизированной форме. Его опре- 
деление перпендикуляра к плоскости тот- 
час же совпадёт с евклидовым, как только Черт. 7. 
это понятие подвергнется математизации. 

Интересно сравнить Безу с Борелем, идущим по пути Ме- 
ранской программы с ослаблением роли логического элемента 
за счёт обогащения идеями, с которыми ознакомление ведётся 
путём интуиции 6). 

У Бореля тоже определение перпендикуляра не оправды- 
вается логически. Существование перпендикуляра подтверж- 
дается только интуицией. Но Борель уже не оперирует немате- 
матизированным понятием, создавая одну иллюзи!о доказательств. 
Для него, как и для Евклида, прямая перпендикулярна к пло- 
скости, если она перпендикулярна ко всем прямым на плоскости, 
проходящим через её основание 4, потому что перпендикуляр- 
ная плоскость получается в результате вращения перпендикуляра 
к прямой вокруг этой прямой как оси. Поэтому плоскость, про- 
ходящая через А (черт. 7), должна содержать прямые АС и АД, 
перпендикулярные к первопачальной прямой, а поэтому она 
должна слиться с плоскостью этих прямых. 

Конечно, Борель идёт ещё дальше Безу; у Безу — призрак 
доказательства, у Бореля же оно совершенно исчезает. Наи- 
более «убедительным» в его изложении является следующее рас- 


%5) «Курс математики», русск. перевод Загорского, Москва, 
1798, стр. 158. 
26) Воге][, ОботёНе, Раг!з, 1905. 


12 Евклид, т. Ш 
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суждение: когда мы открываем книгу, то края АС и АО пере- 
плёта книжки определяют собой плоскость, перпендикулярную 
к ребру корешка. 

14. Плоскссть параллельных прямых. Параллельные пря- 
мые определяются как прямые, лежащие в одной плоскости и не 
пересекающиеся при продолжении (определение 23 книги 1), 
так что через две параллельные всегда проходит плоскость. Из 
предложения 7 книги Х1 вытекает, что такая плоскость может быть 
только одна, потому что плоскости, у которых совпадают по две 
пересекающиеся прямые, совпадают между собой. Но Евклид и 
здесь. как и в предложении 2, не выявляет этого обстоятельства, 
совершенно так же, как в книге Гон не выявляет того, что че- 
рез две точки можно провести только одну прямую, хотя это 
тоже непосредстренно вытекает из |, 2 постулатов и аксиомы 
о том, что две прямые не заключают пространства. 

Можно вполне согласиться с необходимостью седьмого пред- 
ложения, если только ие брать паше определение плоскости, 
при котором это предложение становится тривиал>ным. 

Р. Симсон же старается доказать, что это предложение не 
принадлежит самому Евклиду, а вставлено неопытным издателем. 

Он замечает, что проведение прямой Е/ в плоскости парал- 
лельных уже предполагает то, что утверждается в самом пред- 
ложении, а именно, что прямая, соединяющая точки Е и / на 
параллельных, попадает в плоскость параллельных. 

Но Р. Симсон неправильно понимает Евклида, который ут- 
верждает не то, что на плоскости параллельных прямых можно 
провести прямую от любой точки одной параллельной к любой 
точке другой параллельной, что действительно вытекает непо- 
средственно из самого определения параллельных, а то, что 8в2Я- 
кая прямая, проведённая от Е к [, лежит на плоскости парал- 
лельных. Здесь можно было бы заметить, что всё равно, что 
сказать: «прямая» или «всякая прямая», так как между’ двумя 
точками можно провести только одну прямую. Но не следует 
забывать, что этого простого предложения нет у Евклида ни в 
роли аксиомы, ни в роли доказуемого предложения. Конечно, 
если бы оно было, то дело оказалось бы гораздо проще, но при 
его отсутствии и пришлось ссылаться на аксиому о том, что две 
прямые пе заключают пространства, и таким образом неявно 
внести доказагельство этого простого предложения как составную 
часть доказательства предложения 7. 

15. О параллельных. Лежаидр (предложение 7 книги о, 
следствие 2) доказырает это предложение так. Он проводит пер- 
пендикулярную к Е/ плоскость, которая по предложению 8 бу- 
дет перпендикулярной и к обеим прямым АВ и СО. Но тогда, 
согласно предложению 6, обе прямые АВи СР будут параллельны 
н между собой. 

15. Угол между прямыми. Десятое предложение имеет бо- 
лее важное значение для нас, чем для Евклида. Прежде всего 
следует сделать в нём поправку: углы могут быть или равны, 
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или служить дополнением до двух прямых, что было заявлено 
ещё Клавием. При евклидовом доказательстве предполагает я, 
что АВ и ВС направлены, конечно, в одну сторону с ЕД и Е/. 
Если бы одна пара была бы направлена в различные стороны, 
то мы получили бы не равенство, а дополнение до 24. 

Предложение 10 может быть доказано с помощью теорем 
книги Г «Начал». 

У нас эта теорема находит себе применение при установле- 
нии понятия линейного угла, измеряющего двугранный угол 
между плоскостями. Мы доказываем, что восставляя перпен- 
дикуляры в различных Точках ребра, мы получаем равные 
углы, так как стороны таких углов параллельны между собой. 
Затем мы устанавливаем понятие угла между двумя прямыми, 
проводя из какой-нибудь точки О прямые, параллельные 
данным. 

Величина таким образом построенного угла на основанни 
этой теоремы не зависит от выбора точки О. 

У Руше и Комберусса это положение помещается раньше 
евклидов-кого четвёртого предложения и вот почему. Они опре- 
деляют (что, конечно, вполне естественно) перпендикуляр к пло- 
скости как прямую, перпендикулярную не только ко всем прямым 
на плоскости, её пересекающим, как у Евклида, но и ко в’ем 
вообще прямым этой плоскости. 

Это определение в результате оказывается эквивалентным 
евклидову, именно на оснорании предложения 10, причём, ко- 
нечно, этому определению должно предшествовать определение 
угла между двумя непересекающимися прямыми и, в частности, 
определение перпендикулярности прямых. Однако это понятие 
чуждо не только Евклиду, но и математикам ХУП века. Оно 
устанавливается с понятием направления прямой, которое вызы- 
вается кинематическим .понятием скорости. 

17. Единственность перпендикуляра. Коммандин в своём 
переводе Евклида и Р. Симсон добавляют: из точки над плоско- 
стью можно опустить лишь один перпендикуляр на эту пло- 
скость, ибо если бы их было два, то они были бы параллельны 
один другому (предложение 6), что нелепо, так как они пере- 
секаются. 

18. Существование перпендикуляра к плоскости. Я уже 
отметил, что, дав определение перпендикуляра к плоскости, 
Евклид не оправдывает этого определения (см. комментарий 2); 
определяемый объект даётся только интуицией. Но, вводя пер- 
пендикуляр как элемент в доказательство, Евклид оказывается 
вынужденным в силу своего взгляда на доказательство дать по- 
строение этого перпендикуляра. 

Евклидово построение перпендикуляра к плоскостн Р из 
точки А сводится к проведению прямой ВС на плоскости Р 
(черт. 8) и к проведению перпендикуляра АД к ВС в пл5”кости 
ВСА, перпендикуляра ОГ к ВС в плоскости Р и, наконец, пер- 
пендикуляра АГ к Г) в плоскости АБ/. 


12* 
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Это построение даёт перпендикуляр, но вовсе не убеждает, 
что существует только он один. В предложении 13 Евклид до- 
казывает, что из данной точки плоскости можно восставить к 
этой плоскости только один перпендикуляр;: но теоремы об един- 
ственности опущенного перпендику- 
ляра у него нет, хотя это совсем не- 
трудно было бы доказать. 

Очень характерным для поздней- 
шего и от нас недалёкого времени 
является принадлежащее Боннэ дока- 
зательство существования перпен- 
дикуляра, приводимое Руше и Комбе- 
руссом. 

Различие между этим доказатель- 
ством и доказательством Евклида 
вполне соответствует различию точек 

Черт. 8. зрения канторианской и прагмати- 

цеской или логистической и инту- 

итивистической, т. е. двух точек зрения, из которых первая 

требует лишь установления существования, а вторая — ещё и 
осуществимости. 

Прежде всего в доказательстве Боннэ устанавливается, что 
если из А провести к ЕР наклонную (черт. 9), то всегда можно 
найти меньшую, являющуюся перпендикуляром из А на ЕЁ. 

Отсюда ясно, что прямая АВ, которая является наимень- 
шей наклонной, представляет прямую, перпендикулярную ко всем 
прямым плоскости, проходящим через её А 
основание В, а вместе с тем и ко всем пря- 
мым ЕР плоскости, т. е. ко всем прямым 
любого направления. Далее Боннэ устана- 
вливает существование минимума на том 
основании, что он получает множество эле- 
ментов—прямых а1, 42, аз,...—таких, что для 
каждого элемента можно указать меньший 

Математическая мысль в настоящее 
время переросла такое — доказательство. 
В нём доказывается то, что существует 
низшая грань для прямых, проводимых 
из А к плоскости, но не минимум; 
однако во времена Боннэ эти два понятия ещё не различались 
между собой, и только теоретико-множественное исследование 
вполне выявило их различие. 

Кстати, возвращаясь к предложению 4, укажем тот порядок, 
в котором идут Руше и Комберусс. За этой теоремой у них идут 
доказательства единственности опущенного на плоскость пер- 
пендикуляра, единственности плоскости, проведённой перпенди- 
кулярно к прямой из данной точки, и теоремы о том, что гео- 
метрическое место прямых, перпендикулярных к прямой, есть 
плоскость, к ней перпендикулярная. 


Черт. 9. 
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Эти теоремы являются следствием 5-го евклидова предложе- 
ния. Что же касается предложения 4, то оно даётся в более 
общей форме, чем у Евклида. 

Берутся какие угодно две прямые ОС и ЕС на плоскости, 
пересекающиеся в точке С (черт. 10). 

Через С проводится плоскость перпендикулярно к АВ; она 
и будет содержать обе прямые ЕР@ и СРО. 

19. Такэ о перпендикулярности к двум прямым. Очень 
интересным является доказательство Джиованни Черменса, при- 
водимое Такэ в его известных «Элементах геометрии». В нём 
вскрывается интересная логическая ошибка, ускользнувшая от 
такого крупного математика, каким был Такэ 7). 


В 
А 


Черт. 10. Черт. 11. 


Доказательство это ведётся от противного. Пусть АВ (черт. 11), 
перпендикулярная к прямым АО и АЕ, не будет перпендику- 
лярна к плоскости АОР. Но пусть этим перпендикуляром будет ВО. 

Проводим ОО | АО. Из прямоугольного Л ВАО следует, что 


ВО? = ВА?-- АО?. (1) 
Но так как ВО | к плоскости, то из А ВОА следует: 

ВА? = ВО?-+ АЦ», (2) 
а из Л 400 

АО? — АО? -- ОО-:. (3) 


Подставляя выражение В.А? -|- АО* из (2) и (3) в (1), получаем: 
ВО: —= В0*-- 00*--2А(» 
во’ > В9?-- 00%, 


а это значит, что / ВОО не прямой. 
Дефект доказательства состоит в том, что оно предполагает, 


что должен существовать перпендикуляр; между тем его суще- 


ствование устанавливается только после того, как доказана эта 
теорема. 


следовательно, 


21, Тадиеь Еетеща сеотеЧае.., Ап\уегрел, 1654. 
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20. Теорема о трёх перпендикулярах. В настоящее время 
большое значение имеет теорема о трёх перпендикулярах, не 
содержащаяся в «Началах» Евклида и ведущая своё начало от Луи 
Бертрана. Она доказывается уже в «Элементах» Лежандра. 

Лежандр её формулирует так: пусть прямая АР (черт. 12) 
перпендикулярна к плоскости © и пусть ВС — какая-нибудь пря- 

д мая, находящаяся в этой плоскости. Если 

из точки Р основания перпендикуляра 

провести РО [ВС и соединить точки 

Аи О, то АР будет перпендикулярна 
к ВС. 

В настоящее время обычно дают 
более краткую формулировку: прямая, 
проведённая в плоскости через основа- 
ние наклонной перпендикулярно к её 
проекции, будет перпендикулярна и 

Черт. 12. к этой наклонной. 

Доказательства её мы не будем по- 
вторять (оно дано Лежандром 28) и излагается в известном 
учебнике А. Киселёва). 

21. Прямая, перпендикулярная к двум плоскостям. Боль- 
шинство комментаторов — Тарталья, Коммандин, Клавий, Джор- 
дано Витали — обращают 14-е евклидово предложение: 

Если две плоскости параллельны и прямая перпендикулярна 
к одной плогкости, то она будет перпендикулярна и к другой. 
Пусть АВ и СР — две параллельные плоскости (черт. 13) и пусть 
ЕК — перпендикуляр к плоскости 
Ср. Пересечём обе плоскости АВ В 
и СО плоскостью КЫГ@, проходя- 
щей через ЕР. Если угол 1ЕЁР 
острый, то прямые Я! и КС, нахо- 
дящиеся в параллельных плоско- 4 
стях АВ и СО, имеют общую 
точку, что абсурдно. 

Таким же образом доказы- 
вается, что ЕР перпендикулярна 
и к другой прямой в плоскости 
АВ, а потому (предложение 4 
книги ХП ЕР перпендикулярна и Черт. 13. 

к плоскости АВ. 

Укажем ещё видоизменение Витали евклидова доказательства. 

Витали прежде всего выставляет следующую лемму: 

Если существует прямая, перпендикулярная к двум пло- 
скостям, то всякая другая прямая, перпендикулярная к 
одной из плоскостей, будет перпендикулярна и к другой. Все 
эти перпендикуляры равны между собой и меньше прямых, 


28) Цит. соч. (см. сноску 13), ки. У, предл. 6, стр. 145. 
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расположенных между двумя плоскостями и не пзрпенЭи- 
кулярных к ним. 

Пусть АВ будет перпендикулярна к плоскостям СО и БЕ 
(черт. 14). Из точки С, лежащей на плоскости СО, проведём пер- 
пендикуляр СН к плоскости ЕР. Так как /ХАВН = /ВНО, то 
АВЙОН (26,1), так что если АВ | СО, то (8,Х]) также и СН {[ СрО, 
и тогда НС = АВ, как противоположные стороны параллелограмма. 

Для доказательства же второй части леммы пооводится А7 не 
перпендикулярно к плоскости. Если провести из А’ перпендикуляр 
КТ к ЕР, то он будет перпендикулярен и к СО. Тогда угол /ЁК 
прямой (Г7,1) будет болыпе угла АГ. откуда (191) ГК< К. 

Установив эту лемму, Ви- ) 
тали выводит евклидово поло- 
жение, что перпендикуляры к 
плоскости ОС до плоскости ЕР 
равны отрезку АВ и поэтому 
плоскости, не имея общей Точ- 
ки пересечения, параллельны 
между собой. 

22. — Стереометрические 
аналоги. У Евклида совершен- 
но не выявляются стереометри- 
ческие аналоги планиметричс- 
ских объектов и теорем. В на- Черт. 14. 
стоящее время они довольно 
выпукло выступают в элементарпой математике, и ещё выпу- 
клее в аналитической геометрии, где для линии, определяемой 
на плоскости одним уравнением, имеем два аналога: поверх- 
ность, определяемую одним уравнением, и линию, определяемую 
двумя. 

Для прямой основным аналогом является плоскость, но можно 
взять также и пространственную прямую. 

Приведём примеры аналогов для геометрических понятий: 


На плоскости В пространстве 
Угол между прямыми Угол между плоскостями 
Угол между прямыми 
Параллельные прямые Параллельные плоскости 
Параллельные прямые 
Треугольник Тетраэдр 


Аналогом теоремы: 

Из данной точки можно прэвести только одну прямую, 
параллельную данной, 

будет следующая: 

Из данной точки можно провести только одну плоскость, 
параллельную данной. 

Интересно отметить, что теоремы, таким образом формули- 
руемой, нет ни у Евклида, ни у Клавия. Но она непосредственно 
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вытекает из построения Клавия, состоящего в том, что плоскость, 
параллельная данной, проводится через прямые Д и А, прохо- 


дящие через точку М параллельно прямым / и Г’ на другой 
плоскости. 

Этой теоремы, входящей во все наши учебники, нет даже 
у Лежандра. Но у Клавия имеется теорема о том, что две пло- 
скости, параллельные одной и той же плоскости, параллельны 
между собой, причём даются два доказательства. Одно состоит 
в том, что если плоскости ау, 1, то, проводя прямую а [а, мы 
получаем, что а_|[1, откуда следует, что а [В и а]. Другое со- 
стоит в том, что все три плоскости а, В, 1 пересекаются двумя 
п, р, причём ваи 1 образуются углы с параллельными сторонами 
а|ст, а>||"› и то же в Вит: 81|, Вс», откуда аб, ав» и, 
следовательно, а||В. 

То, что параллелепипед — аналог прямоугольника, сознаётся 
и Кампанусом и Клавием. 

23. Абсолютный характер теоремы о линейных углах дву- 
гранных углсв. В высокой степени интересным является факт, 
что теорема о линейных углах двугранных углов является абсо- 
лютнэй, то-есть не зависящей от аксиомы о параллельных. Су- 
ществует абсолютное (в том же смысле) доказательство Энрик- 
веса и Амальди 29) и даже более общей теоремы: 

В двух равных двугранных углах сечения, равнонаклонён- 
ные к рёбрам, равны и, обратно, двугранные углы с равными 
равнонаклонёнными к ребру сечениями, равны. 

24. Равенство трёхгранных углсв. Трёхгранные углы с 
плоскими углами (а, 8, с) и (а’, 6’, с’) и с двугранными (а, В, 1) 
(а’, В’, 1’) равны в следующих случаях: 

1) когда равны плоские углы, заключённые между равными 
раны углами, расположенными в том же порядке: а == а”, 

В, у — 1, ‚ 

2) когда равны двугранные углы между равными плоскими 
углами в том же порядке: а — а’, В=6', с==е', 

3) когда равны плоские углы: а = а’, В— 6’, с=с'; 

4) когда равны двугранные углы: а — а’, В — 8’, ==’. 

Первые два случая равенства трёхгранных углов обычно 
доказываются наложением. Четвёртый сводится к третьему с 
помощью допэлнительного трёхгранного угла, рёбра которого 
перпендикулярны к граням данного. К этому углу прибегает 
Насир-Эддин в ХПИ] веке; им также пользовались Виэта (1593) 
и Снеллий (1627). 

Что касается третьего случая, то здесь различные авторы 
употребляют различные приёмы: 


29) Епг1ацез е Аша! Ат ОцезНот 41 беотен1а Еетеп- 
{4аге, 1924, стр. 22—25. АвозЕ11ь |’6ваша ае Леа ш Еи- 
с14е («Регло@со 41 Ма!в.», 1928). 
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1) Мы уже дали пример непосредственного доказательства: 
Р. Симсона (см. комментарий 5). В нём доказывается, что если 
равны плоские углы, то равны и двугранные углы. Такое дока- 
зательство впервые выдвигает Депарсье. Этого же типа и 
доказательство Лежандра. 

2) Апагогический приём, приводящий к противоречию с ранее 
доказанным предложением: 

Если два плоских угла одного трёхгранного угла равны двум 
плоским углам другого и если двугранный угол между первой 
парой углов больше заключённого между второй парой, то тре- 
тий плоский угол первого трёхгранного угла больше соответ- 
ственного плоского угла второго. 

Такое доказательство находим у Руше и Комберусса. 

3) Доказательство приложением симметричного трёхгран- 
ного угла, вполне аналогичное доказательству третьего 
случая равенства треугольников. Это доказательство даётся 
д’Овидио. 

4) Установка равенства пирамид, получаемых отсечением на 
ребрах соответственно равных отрезков. 

5) Приём Энриквеса и Амальди, сводящий критериум равен- 
ства трёхгранных углов к распознанию того, что равнонакло- 
нённые сечения двугранных углов равны, и обратно. 

Доказательства эти оказываются не зависящими от аксиомы 
о параллельных. 

25. Многогранный угол. Евклид формулирует это предло- 
жение для общего случая, но доказывает его только для частного. 
случая: трёхеранного угла. Для общего $ 
случая это предложение доказывают ком- 
ментаторы Тарталья и Клавий, которым 
следует и Лежандр. Доказательство ведётся 
таким образом (черт. 15): угол $ пересе- 
кается плоскостью АВСОЕ и из некоторой 
точки () секущей плоскости проводятся 
прямые ОД, ОВ, ОС, ОБ, ОЕ. Сумма углов р 
В треугольниках АЗВ, АЗС такая же, что 
в АОВ, . 

Но в точке В углы АВО и ОВС вместе А И С 
составляют меньше, чем АВ$ и $ВС; таким 
же образом в С имеем: 7. 


3 всо+0сЬ< 3 86$ < 5$СЬ Черт. 15. 


и то же самое имеет место для всех углов 
в АВСРЕ. Отсюда следует, что сумма углов в треугольниках с 
вершиной в $ должна оказаться меньше суммы углов при О. 
Но последние равны 44 и, следовательно, сумма плоских углов 
многогранного угла меньше 44. 

Конечно, при этом предполагается выпуклость многогранного 
угла. При доказательстве этого предложения можно пользоваться. 
принципм полной математической индукции. 
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26. Другое доказательство предтожения 22. В «Добавле- 
нии» к [У тому Евклида в издании Гейберга помещено другое 
доказательство предложения 22: 

«Иначе: 

Пусть будут три заданных плоских угла АВС, ОЕ НСК, 
из которых два во всех сочетаниях будут больше оставшегося, 
и пусть их содержат равные прямые АВ, ВС, ОЕ, ЕТ, НО, СК, 
и соедипим АС, ОГ, НК. Я утверждаю, что возможно из <пря- 
мых», равных АС, ОГ, НК, составить треугольник, то-есть, опять, 
что две «прямые» будут во всех сочетаниях больше оставшейся 
{черт. 16). 

Если теперь опять углы при точках В, Е, С будут равны, 
то станут равными и <прямые> АС, ОГ, НК и будут две больше 


б Е р 


Н А 0 1 и, 
Черт. 16. 


оставшейся. Если же нет, то пусть углы при точках В, В, а 
будут перавными, и <угол> при В <пусть будет» больше каж- 
дого «угла» при ЕЁ, @; значит, и прямая АС будет больше каж- 
дой из ОГ, НК (предложение 24 книги 1). И ясно, что АС вместе 
с каждой из ОГ, НК будет больше оставшейся. Я утверждаю, 
что н ОГ НК будут больше АС. Построим на прямой АВ при 
точке её В равный углу НСК <угол> АВЕ, отложим ВЕ равной 
одной из АВ, ВС, ОЕ, ЕТ, НС, СК и соединим АЁГи ГС. И по- 
скольку две АВ, В равны двум НО, ЧК — каждая каждой — 
и заключают равные углы, то, значит, основание АГ будет равно 
основанию НК (предложение 4 книги 1). И поскольку углы при 
точках Е, С будут больше АВС, у них же <угол> НАК равен 
углу АВГ, то, значит, остающийся угол при Е будет больше 
угла АВС. И поскольку два [В, ВС равны двум РЕ, Е! — 
каждая каждой — и угол ОЕ! больше угла ГВС, то, значит, 
о_пование 0/ будет болыше оснотРания [С (предложение 24 
книги 1). Но НК, как доказано, равна АД; значит, О, НК будут 
больше АЕ, [С; но АГ, [С больше АС; значит, тем более, ОГ, 
НК будут больше АС. Значит, из прямых АС, 01, НК две будут 
больше оставшейся во всяких сочетаниях; итак, возможно из 
«прямых» равных АС, ОГ, НК, составить треугольник, что и 
требовалось доказать». 

27. Частные случаи. В большинстве рукописей после этого 
следует разбор двух частных случаев, а именно, когда центр Х 
круга оказывается на периметре треугольника или вне его. По- 
скольку после заключительных слов предложения ничего уже 
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больше не требуется, и совершенно не в духе Евклида разбирать 
все частные случаи, то этот текст безусловно следует считать 
неподлинным тем более, что он не встречается в средневековом 
переводе Евклида, сделанном Кампаном (ХШ век), и по стилю 
еильно отличается от евклидова. У Гейберга этот текст помещён 
в приложении к [У тому; мы же даём его здесь в комментарии. 
«Но вот пусть центр круга будет 1 
на одной из сторон треугольника, <а р 
именно» ММ, и пусть он будет Х, и со- 
единим ХГ. Опять утверждаю, что АВ 
будет больше ЁХ (черт. 17). Действи- 
тельно, если не так, то АВ будет или М № 
равна [ХА или меньше. Пусть сначала 
она будет равна. Вот две 43, ВС, то- 
есть ОБ, ЕГ, равны двум МХ, ХГ, то- 
есть ММ. Но ММ полагается равной Г. 
И значит, ДЕ, Е] будут равны ОГ; это Черт. 17. 
же невозможно. Значит, АВ не будет 
равна [Х. Подобно же вот <докажем, что» и не меньше; ибо 
это тем более невозможно. Значит, АВ будет больше Г[Х. И 
если подобным же образом, чем квадрат на АВ больше квадрата 
на [Х, тому равным восставим квадрат на ХЮ под прямыми 
«углами> к плоскости круга, то получится синтез проблемы. 
Но вот пусть центр круга будет вне треугольника ММ, 
и пусть он будет Х, и соединим [Х, МХ. Вот я утверждаю, что 
и так АВ будет больше ЁХ (черт. 18). 
Действительно, если нет, то она будет 
или равна, или меньше. Пусть сперва 
будет равна. Теперь две АВ, ВС равны 
двум МХ, Х[ — каждая каждой, и осно- 
гание АС равно основаняю /МГ; значит, 
угол АВС будет равен углу МАЕ (пред- 
ложение 8 книги 1). На основании того 
же вот и <угол> НОА будет равен ХМ. 
Значит, весь <угол> МХМ равен двум 
АВС, НСК. Но «углы> АВС, НОСОК 
Черт. 18. больше ДЕ’. Значит, и угол МХМ будет 
больше ДЕГ. И поскольку две ДЕ, Е! 
равны двум МА, ХМ и основание Ш)! равно основанию ММ, 
го, значит, угол МАМ равен углу ОЕ! (предложение 8 книги 1). 
Доказано же, что он и больше; это же нелепо. Значит, АВ 
не будет равна [.Х. Вслед за этим же докажем, что и не меньше. 
Значит, она больше. И если под прямыми «углами» к плоскости 
круга опять восставим ХЮ и положим ее равной тому, на что 
в квадрате квадрат на АВ будет больше квадрата на Ё.Х, то по- 
лучится синтез проблемы. 
Вот я утверждаю, что АВ будет и не меньше ДС. В са- 
мом де.е, если возможно, то пусть будет «меньше». И отложим 
ХО равной АВ, ХР же равной ВС, и соединим ОР. И поскольку 


188 КОММЕНТАРИИ 


АВ равна ВС, то и ХО будет равна ХР. Так что и остаток ОЁ 
будет равен остатку РИ. Значит, [.М будет параллельна РО (пред- 
ложение 2 книги \]), и треугольник [МХ равноуголен треуголь- 
нику РХО (предложение 29 книги 1). Значит, будет, что как Хр, 
к /М, так и ХО к ОР (предложение 4 книги \]) и, переставляя 
(предложение 16 книги У), как ГХ к ХО, так и [ГМ к ОР. Но 
ГХ больше ХО; значит, и [М больше ОР (предложение 14 кни- 
ги \). Но [М равна АС; значит, и АС будет больше ОР. По- 
скольку теперь две АВ, ВС равны двум ОХ, ХР — каждая каж- 
дой — и основание АС больше основания ОР, то, значит, угол 
АВС будет больше угла ОХР (предложение 25 книги 1). Подобно 
же вот и если отложим ХИ равной каждой из ХО, ХР и соеди- 
ним О, докажем, что угол НСК будет больше ОХИ. Вот поста- 
вим на прямой [Х при её точке Х <угол> [Х$, равный углу 
АВС, и ГХТ, равный НОК, отложим каждую из Х$, ХТ равной 
ОХ и соединим 05$, ОТ, $Г. И поскольку две АВ, ВС равны 
двум ОХ, Х$ и угол АВС равен углу ОХ5, то, значит, основа- 
ние АС, то-есть СМ, будет равно основанию О$ (предложение 4 
книги |). На том же вот основании и <прямая» /. М будет равна ОГ. 
И поскольку две МЕ, [М равны двум $0, ОТ и угол МЁМ 
больше угла $ОТ, то, значит, основание ММ будет больше осно- 
вания 5Г (предложение 24 книги ]). Но ММ равна ОГ; значит, 
и ОГ будет больше $Г. Поскольку теперь две ОЁ, ЕГ равны 
двум 5Х, ХТ и основание 0/ больше основания 57, то, значит, 
угол РЕГ будет больше ЗХТ (предложение 25 книги 1). Угол 
же $ХТ равен АВС, НСК, «вместе взятым». Значит, угол ДЕТ 
будет больше АВС, НСК. Но он и меньше; это же невозможно». 

28. О делении параллелепипеда диаметральной плоскостью. 
В евклидовом доказательстве теоремы о делении параллелепипеда 
диаметральной плоскостью на две равновеликих (по Евклиду — 
равных) призмы комментаторы находят два недостатка: малый и 
большой. 

Малый состоит в том, что Евклидом не доказывается парал- 
лельность диагоналей СГ и ОЕ. Необходимость такого доказа- 
тельства отмечается Клавием, который и исправляет указанный 
дефект, замечая, что СО параллельна и равна СВ, а [Е парал- 
лельна и равна АН уже по самому определению параллелепи- 
педа, гранями которого являются параллелограммы; но тогда СБ 
параллельна и равна /Е и СГЕР представляет параллелограмм, 
так что СГ параллельна и равна ДЕ. 

Большой же недостаток видят в том, что содержание теоремы 
является неправильным в общем случае, а в том случае, когда 
оно правильно, само доказательство является недостаточно 
строгим. 

Но первый недостаток можно видеть только при современном 
понимании равенства в смысле тождества формы и размеров, 
причём ещё с одинаковым расположением (т. е. не считая сим- 
метричные тела равными) или в смысле совмещения при изло- 
жении, а не в евклидовом смысле равенства как равновеликости. 
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Нестрогость евклидова доказательства можно видеть только 
в том, что оно опирается на определение, представляющее по 
существу не вполне очевидную аксиому вроде аксиомы 5 груп- 
пы Ш (аксиомы конгруэнтности) Гильберта. 

Исправление этого недостатка сводится к доказательству рав- 
новеликости двух симметричных фигур, в настоящем случае — 
двух треугольных призм, которые оказываются симметричными. 

То, что такие симметричные призмы оказываются равными 
в евклидовом смысле, т. е. что объём не зависит от того, в ка- 
кую сторону производится построение, это и Лежандру сперва 
кажется очевидным, но затем он даёт строгое доказательство 
этого положения. 

Симметричность получаемых призм легко обнаруживается. 

Мы отделяем одну из призм СВОПЕН (черт. 19) и смо- 
трим, может ли она совме- д р | р. 
ститься со второй половиной 
АВСЕЕС. 

Нетрудно видеть, что 0 1 9 
все грани обеих полупризм 
будут соответственно равны 
между собой, так же как и 
все плоские углы и накло- [ 6 
нения соответственных пло- 
скостей друг к другу и все 
телесные углы будут соот- 6 Н а ( 
ветственно заключаться ме- Черт. 19. 
жду равными плоскими уг- 
лами. Тем не менее совместить обе полупризмы нам не удастся. 

Попробуем сначала привести в соприкосновение нижние ос- 
нования. Мы можем сделать, чтобы основание СН совпало с РЁ, 
затем НЕ с ЕС и, наконец, Ра с ЦР, для этого достаточно лишь 
повернуть правую полупризму на 180° вокруг вертикальной оси. 
Треугольники РОН и ЕЕ@ совпадут друг с другом, но призмы 
совпадут только в том случае, когда они прямые. Действительнс, 
в том положении, в каком нарисованы на чертеже обе полу- 
призмы, они наклонены влево, при повороте же на 180° вокруг 
вертикали правая полупризма наклонится вправо и совпадения 
не получится. . 

После этого попробуем совместить с основанием ЕРО верх- 
нее основание ВСР правой полупризмы, предварительно повер- 
нув её на 180° вокруг горизонтальной оси так, чтобы верхнее 
основание стало бы нижним (положение бса}ей справа). Если 
теперь привести в соприкосновение 4с и БР, то мы увидим, что 
получаются два треугольника ЕРО и 4св, симметричные относи- 
тельно общего основания 4с или ЕР, которые могут быть приве- 
дхены к совмещению лишь после переворачивания их дру- 
гой стороной (с выводом из плоскости), а это приводит нас 
к уже рассмотренному способу совмещения нижними основа- 
НИЯМИ, 
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29. Лежандрово доказательство равновеликости симмет- 
ричных тел. В основу этого доказательства кладётся учение с 
симметрии, в котором симметричные тела определяются как 
такие, у которых соответственные точки (в многогранниках вер- 
шины) оказываются на одном и том же расстоянии от некоторой 
плоскости на перпендикуляре, проведённом к этой плоскости. 

Лежандр прежде всего отмечает очевидную совместимость 
двух симметричных пирамид АВС$ и АВС$’ (черт. 20) с равно- 
бедренным основанием ([ теорема). Затем он указывает, что если 
из центра круга, описанного около основания, провести перпен- 
дикуляр и взять на нём $ и 5’ так, чтобы О$ =05$', то получатся 
две равновеликие пирамиды (ПП теорема) на том основавии, что 

$ эти пирамиды (по теореме [) разлагаются 
на равные (в современном смысле, т. е. кон- 
груэнтные) пирамиды. Далее, около тре- 

угольной пирамиды можно всегда описать 

сферу, проходящую через её вершины. 

и] © Центр сферы следует искать на перпенди- 
куляре, восставленном из центра описанной 

около основания АВС окружности. Каждая 

точка этого перпендикуляра будет на том 

же расстоянии от точек АВС, а среди них 

найдётся и такая, которая окажется на та- 


Ки ком же расстоянии и от 5. 
Затем доказывается, что две симметрич- 
Черт. 20. ные треугольные пирамиды равновелики. 


Для доказательства вокруг каждой пира- 
миды описываются сферы, радиусы которых будут равны. Если 
опустить перпендикуляры из центра на грани и провести прямые 
к вершинам, то получим пирамиды, которые согласно теореме П 
будут равновелики. Разложением треугольной призмы на три 
равновеликие пирамиды распространяется полученный результат 
и на призмы. 

30. Доказательство Карстена равновеликости призм, по- 
лучаемых диагональным сечением. Изложим очень интересное, 
но теперь совершенно забытое, доказательство предложения 28 
Евклида, данное Карстеном 80, причём сохраним его форму изло- 
жения, относящуюся ко времени, когда теория пределов, осно- 
ванная Д’Аламбером, ещё не вполне выкристаллизовалась. 

Проводим в косом параллелепипеде 45 диагональное сечение 
ССМО, проходящее через центры оснований О и О’, затем 
плоскости НВЕЮ|САКО и ЕОМР|АСМК (черт. 21). 

Легко видеть, что четыре полученных параллелепипеда кон- 
груэнтны между собой и составляют 1/4 данного. При этом два 
из них делятся диагональной плоскостью ОСМО на треугольные 
призмы. Будем называть их внешними, а оставшиеся неразде- 
ленными — средними. Если теперь каждый внешний параллелепи- 


о 30) Кагз{еп, [ергевШе 4ег Машетайк, Огефеа, 1768. 
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пэд разделить, как данный, то в каждом получаются опять дга, 
рола параллелепипедов — два средних и два внешних, т. е. че- 
тыре внешних, из которых каждый составляет 1/15 данного. 
В свою очередь каждый из вновь полученных внешних также 
можно разделить на четыре части; получается уже новая партия 
параллелепипедов, составляющих 1/4 данного. 

Такое деление можно продолжать до бегконечногти. 

Так как при этом сумма первой партии двух средних парал- 
лелепипедов составляет половину первоначального, второй пар- 
тии — половину половины и Т. д., То разность между всеми 
параллелепипедами и суммой средних может быть сделана ско ь. 
угодно Малой (по предложе- м м $ 
нию | книги Х). Разность между 
призмами С(5С и ССК может 
состоять только из этих внеш- 
них призм. Но так как сумма 
этих последних может быть 
сделана как угодно малой, то 
и разность ЧО5С и ССК может 
быть сделана как угодно малой, 
т. е. призмы эти равны между 
собой. 

Все эти рассуждепия чита- 
1ель легко может изложить по- 
говременному. 

С помошью бесконечно ма- 
пых или понятия предела мож- 
н > еще скорее достигнуть цели, 
используя, например, принцип Черт. 21. 
Кавальери, о котором мы ещё 
будем ниже говорить: два тела равновелики, если заключаются 
между парами параллельных плоскостей и если сечения, парал- 
лельные этим плоскостям, равновелики. Очевидно, это и имеет 
место в настоящем случае, так как САС == (СГ и то же отно- 
сится и ко всем треугольникам, получаемым в сечениях, парал- 
нельных основаниям параллелепипеда. 

31. Косая и прямая призмы. В настоящее же время дока- 
зательство предложения 29 выполняют иначе. 

Доказательство Евклида бесспорно в том случае, когда парал- 
лелепипеды прямые. Если теперь доказать, что косые параллеле- 
пипеды и вообще призмы равновелики прямым с тем же р-бром 
и с основанием, равным нормальному сечению призмы, то в ев- 
клидово доказагельство будет введён необходимый корректив. 

Пусть АВСОЕЛ’В’С'О’Е’ будет косая призма с основанием 
АВСОЕ и ребром АА’ (черт. 22). Проведём перпендикулярное 
рёбрам призмы сечение СНАКЕЛМ и построим на этом основании 
прямую призму ОНКЕМО’Н'К”[”М', боковые ребра которой 
СО’, НН' и т. д. будут равны боковым ребрам 4/4”, ВВ’ и т. д. ко- 
сой призмы. Легко убеждаемся в том, что призмы АВСРЕМСНКИ 
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и А’В’С'’О’Е'М'’О'Р’К”Г” равны; отсюда же следует равновели- 
кость прямой и косой призм. 

Этот корректив к доказательству Евклида был сделан ещё 
в ХУШ веке. 

32. Лежандр о параллелепипедах с равными основаниями 
! с различными высотами. Мы приводим лежандрово доказа- 
тельство теоремы 31): два параллелепипеда (или две призмы) 
АЦ и АГ, имеющие одинаковые основания, относятся между со- 
бой, как высоты АЁ и 41 (черт. 23). 

Это необходимо нам, чтобы иметь в дальнейшем примеры 
арифметизированного метода исчерпывания, о котором будет 
итти речь в комментариях к книге ХИ «Начал». 


Черт. 23. 


Предположим сначала, говорит Лежандр, что высоты АЁи А! 
относятся, как целые числа, например как 15 к 8. Разделим АЕ 
на 15 равных частей, из которых 8 будут содержаться в Д/, и 
через точки деления х, у, 2, ... проведём плоскости, параллель- 
ные оспованию. Эти плоскости рассекут АС на 15 частных па- 
раллелепипедов, которые равны между собой, так как имеют 
равные высоты и основания: высоты — потому, что они пред- 
ставляют равные деления Ах, ху, уг, ..., а основания — потому, 
что всякое сечение М/АГ, параллельное основанию АВС, равне 
ему (см. предложение 6 «Элементов» Лежандра). 

Но так как 8 из 15 равных параллелепипедов заключаются 
в теле АГ, то тела АС и АГ относятся между собой, как числа 
15 и 8, и вообще как высоты АЁ и АГ, 

В том случае, когда отношение высот АЕ‘ и А! не может 
выразиться в Целых числах, пропорция «тело АС:тело АГ = 
— АЕ: АЁ» остаётся правильной. 

Если бы эта пропорция не была справедлива, то можно было 
бы предположить, что тело АС:тело АГ —= АЕ: АО, где АО < 41, 


31) Цит. соч. (см. сноску 13), кн. УТ, предл. 10, 11, 12, 18. 
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Тогда, разделив АЕ на равные части, каждая из которых мень- 
ше ОГ, мы получили бы одну из точек деления между О и /. 
Пусть это будет точка Р (черт. 24), и пусть АЮ есть параялеле- 
пипед, имеющий основанием АВСО, а высотой АР. 

Вследствие того, что высоты АЁЕ и АР относятся, как целые 
числа, получаем пропорцию : тело АС :тело АЮ = АЁ: АР. Но, пе 
предположению, тело АС: тело АГ = АЕ: АО. Следовательно, 
тело 4[: тело АЮ —= АО : АР. Отсюда сле- 
дует, что тело А должно быть меньше 
тела АЮ, тогда как оно больше. 

‚ Рассуждая подобным же образом, 
найдём, что невозможен и случай 
АО < АГ; значит, АО = 41. 

Таким образом, два прямых парал- 
лелепипеда, имеющих одинаковые осно- 
вания, относятся, как высоты. 

Мы здесь почти дословно выписываем 
доказательства из «Элементов» Лежандра, 
чтобы дать представление не только о 
конструкции доказательств, но ио форме 
выражения — для сравнения с той, кото- 
рую находим в позднейших учебниках 
лежандрова типа, например Давыдова. 

Рассмотренный приём доказательств теперь заменяется дру- 
гим, который по существу представляет метод теории пределов, 
хотя понятие предела и здесь не выявляется. 

Сначала замечают, что если разделить АЁ на п равных частей, 
то в, А/[ этих частей будет заключаться больше т и меньше 
т 1, так что 


т <лело ЛЧ «те 


п ``тело АЕ п 


) 


Отсюда заключают о равенстве отношения тел и высот 
1 
с точностью 90 =. Но число л может быть как угодно велико; 


значит, равенство отношений выполняется с какой угодно точ- 
ностыо, Т. е. является абсолютно точным. 
Теория пределов облекает это доказательство в форму: 


тело 4С@ 0 

—— = [1 — 

тело аЁ пс ПЙ тело АС __ А! 
АГ т | тело Ар АВ 


АЕ пъоп 


13 Евклид, т. Ш 
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33. Тридцать четвёртое предложение Евклида. Предложе- 
ние 34, стоящее в длинной цепи теорем, определяющих объём 
параллелепипеда, вызывает ряд замечаний. 

Прежде всего необходимо отметить разницу позиций Евклида 
и современной. Для пас после того, как доказана теорема, 
касающаяся объёма наклонной призмы (см. комментарий 31), 
легко получается формула объёма любого параллелепипеда в ви- 
де произведения плошади основания на высоту, и все теоремы, 
соответствующие предложениям 29—34, становятся очевидными 
следствиями из этой формулы. Указанная формула была, конеч- 
но, известна Евклиду, но она находится не впереди, а позади 
указанных предложений, больше того, она лежит за пределами 
его книги. Евклид определяет только равновеликость и отноше- 
ние объёмов двух параллелепипедов, абсолютная же величина 
объёма одного данного параллелепипеда его интересует очень 
мало. Он всё подготовил к выводу этой формулы, но самую 
формулу он предоставляет вывести уже не геометру-теоретику, 
но геодезисту-практику. 

Является ли вполне безупречной цепь его логических рас- 
суждений? Если выбросить предложения 26 и 27, устанавливаю- 
щие возможность построения рассматриваемых объектов, а так- 
же вызывающее большие возражения предложение 28 
о равновеликости (равенстве) двух половин параллелепипеда, 
получающихся от его сечения диагональной плоскостью, то 
вся цепь рассуждений Евклида восстанавливается в тахом 
виде. 

Предложение 24 0 равенстве противоположных граней 
параллелепипеда (не надо забывать, что в книге ХТ Евклида 
равенство фигур сводится к равенству их элементов). 

Предложение 25 0б отношении объёмов параллелепипедов 
с равными высотами (основания лежат в одной плоскости). 

Предложения 29 и 30 о равенстве объёмов параллелепипе- 
дов, Построенных на одном и том же основании и имеющих 
одну и ту же высоту. 

Пр2дложение 351 о равенстве объёмов параллелепипедов 
с одинаковыми основаниями и высотами (в доказательстве важно 
отметить последовательное применение предложения 25. Равенство 
тел в нашем смысле или, по Евклиду, в смысле равенства эле- 
ментов, составляющих фигуру, даётся определением 10; равенство 
же тел в смысле их равновеликости Евклидом доказывается, 
причём сравниваются объёмы лишь непосредственно прилегаю- 
ших друг к другу параллелепипедов). 

Пр2дложение 52 представляет обобщение предложения 25. 

Пр?дложение 33 определяет отношсиие объёмов подобных 
параллелепипедов. 

Наконец, рассматриваемое предложение 34 устанавливает, 
что в равных нараллелепипедах основания обратио пропорцио- 
нальны высотам. При доказательстве этого предложения Евклид 
делает иссколько логических скачков. 
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В самом начале доказательства Евклид пользуетел положе- 
нием, что в равных параллелепипедах с равными основаниями 
будут равны и высоты. Это положение он устанавливает простой 
ссылкой на предложение 32 — параллелепипеды с равными высо- 
тами относятся, как основания, Так что из равенства объёмов 
вытекает и равенство высот. Такое «лёгкое» доказательство 
показалось недостаточным какому-то достаточно древнему 
переписчику, и он снабдил его разъяснением, стоящим у нас 
в квадратных скобках, «ибо если бы при равных основаниях...» 
и т. д, причём в худших манускриптах это разъяснение вытес- 
нило подлинное доказательство Евклида — ссылку на предложе- 
ние 32. 

Дальше дело идёт еще хуже. Евклид молчаливо допускает — 
и даже без всякой ссылки, — что если у двух равных парал- 
лелепипедов основание одного будет больше, то у второго должна 
быть больше высота. Этот недостаток тоже был замечен древ- 
ним переписчиком, который*восполнил его мало удовлетворитель- 
ным замечанием, также стоящим у нас в квадратных скобках: 
«ибо если не так, то опять, значит, ...» и т. д. Доказательство 
этого предположения легко может быть получено из предложе- 
ния 31 путём приведения к абсурду. В самом деле, пусть у двух 
равных параллелепипедов основание $: первого больше основа- 
ия 5› второго; требуется доказать, что высота Й.› второго будет 
больше высоты й, первого. — Эти высоты не могут быть рав- 
ными, ибо у параллелепипедов с равными высотами объёмы 
относятся, как основания, и, следовагельно, объём первого был 
бы больше объёма второго. Не может й› быть и меньше Й,, ибо 
если бы мы увеличили объём второго параллелепипеда, увеличив 
его высоту так, чтобы она сравнялась с Й:, то всё же и такой 
увеличенный объём был бы, по только что доказанному, меньше 
объёма первого параллелепипеда. Нужно, впрочем, отметить, 
что у Евклида отсутствует теорема о том, что параллелепипеды 
с равными основаниями относятся, как высоты (см. коммента- 
рий 32). хотя для цилиндров соответствующая теорема была им 
доказана (предложение 14 книги ХП]). Может быть, Евклид был 
настолько в плену общеизвестной формулы объёма параллелепи- 
педа (параллелепипедальные или телесные числа арифметических 
книг), что считал очевидным, что при равенстве объёмов с умень- 
шением основания должна увеличиваться высота. Но тогда всё 
доказательство предложения 34 становится лишь геометрической 
интерпретацией хорошо известного арифметического факта (Й. В.). 

34. История и методика определения объёма призмы. Во 
что вырождается в предлежандровское время вывод объёма 
призмы методом неделимых? Бесконечно малые превращаются 
просто в очень малые, из них извлекается их метафазичлегиое 
содержание, но вместе с тем улетучивается и само доказательство. 

Призмы и цилиндры для сокращения рассматриваются вместе. 

Для ознакомления читателя с шаткой и неясной терминоло- 
гией учебников ХУ]Ш века, я приведу формулировку теорем. 


13% 
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и доказательство в том виде, как мы находим их в русском 
переводе Безу 32): 

«Две призмы или два цилиндра с одинаковым основанием 
и с одинаковыми высотами или с равными основаниями и высо- 
тами будут в толщине [т. е. по объёму] равны, как бы ни были 
различны фигуры оснований». 

Здесь интересно некоторое отклонение (правда, только 
в отношении тел) от евклидова равенства, которое, правда, ещё 
не равновеликость, а равенство «по толщине». 

«Представь себе, — говорит Безу-Загорский, — что тела рас- 
сечены были бы плоскостями, параллельными их основаниям, 
на весьма тонкие слои, коих бы высота ничем не различество- 
вала от толстых точек, какими по данному нами понятию напол- 
нены сами тела. Сперва это тонкие слои, но затем оказываются 
толстыми точками». 

Конечно, эти «толстые точки» суть неделимые Кавальери, 
и автор разъясняет этот странный термин именно в таком 
смысле, — «весьма тонкие» слои оказываются актуально беско- 
нечно тонкими слоями; он говорит: 

«Дабы утвердиться в понятии, что мы должны разуметь под 
толщиной тел, надлежит представить себе мысленно частицу 
таких В кубическом виде пространств, которые бы были бес- 
конечно малы в длину, ширину и глубину, и потом вообразить, 
что внутренность тел вся наполнена подобными кубами, которые 
мы будем называть толстыми точками». 

Интересно прибавление: «Совокупность сих точек есть точ- 
но то, что мы именуем толщиной тела». Объём здесь не мы- 
слится, как у Евклида, как нечто само собой понятное, не при- 
водится к числу рациональному или иррациональному, как 
у Лежандра, но мыслится как актуальная бесконечная сово- 
купность бесконечно малых элементов и если — как число, то 
только как число актуально бесконечно большое. 

Продолжаем доказательство: «Дальше явствует, что в каждом 
теле каждое сечение равно основанию, число толстых точек, 
составляющих каждый слой, будет во всех одинаково и равно 
числу поверхностных точек основания, как предположили мы 
в двух телах одинаковую высоту, то каждое из них будет 
сохранять одно число слоёв, а потому в целости и одинаковое 
число толстых точек, следовательно, они равны в толщине». 

Весьма интересно сравнить этот абзац с выводом формул 
для площади прямоугольника и предлагаемым выводом но этому 
образцу формулы для о06б52ма параллелепипеда ч=абс 
у Бореля и уже отсюда — предложения Евклида об отношении 
двух параллелепипедов. 

Для случая соизмеримых а, В, с эта формула легко выво- 
дится разделением данного параллелепипеда на элементарные 


32) Безу, Курс математики, перевод Загорского, М., 1798, 
стр. 158. 
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п 
с измерениями, равными т, затем для рациональных @—„, 


] 
6—2, =, беря измерения, равные =. Но в том случае, 


когда а, 9, с выражаются иррациональными числами, в учеб- 
нике Бореля — Штеккеля употребляется следующий приём: 

Стороны выражают десятичными дробями с актуально бес- 
конечными числами цифр, например: 


— 3,41894..., В =2,10673..., се==5,61134... 


и затем доказывает, что объём содержится между 


(3,4) -(2,1) -(5,6) и (3,5) -(2,2) -(5,7), 
(3,41) ° (2,10) . (5,61) И (3,42) . (2,1 1) . (5,62), 


Отсюда делают заключение: так как, продолжая этот процесс, 
мы можем получить постепенно все цифры произведения, одну 
за другой, то, значит, объём действительно равен произведе- 
нию 46с. 

Метод Евклида и даже метод исчерпывания в лежандровой 
арифметизированной форме являются для школы слишком 
громоздкими. Нельзя вполне согласиться и с методом примене- 
ния понятия предела в неявной форме. Здесь перед преподава- 
телем встаёт довольно трудная методическая проблема. Я думаю, 
что подход Бореля следует только несколько видоизменить, 
а именно, поступать по его образцу, доказывая пропорцию 
9:0’ —=й:Й’ для Параллелепипедов с равными основаниями 


И # выражаются 
десятичными дробями с той же цглой частью, затем — с теми же 
десятичными знаками и Т. д., следовательно, со всеми знаками 
после запятой. 

35. Метод наложения. Следует отметить характерную черту 
Евклида: он пользуется методом наложения только на плоско”ти. 

Я полагаю, что в его время наложение или, лучше сказать, 
вложение тела в тело с проникновением одного в другое пред- 
ставлялось совершенно неприемлемым. Софист мог согласиться 
с его постулатами, — с тем, что можно продолжить прямую, и 
даже с тем, что треугольники, совпадающие при наложении, 
равны (аксиома 8), но он никогда не мог бы согласиться с тем, 
что равенство может быть доказано теми операциями, которые 
употребляют Лежандр в Ш и ПУ книгах его «Элементов». 

Лежандр 33) доказывает, например, что две призмы равны, 
если имеют по равному многогранному углу, заключающемуся 


р 


й 
и с различными высотами, убеждая, что ет 


33) Цит. соч. (см. сноску 13), кн. УТ, предл. 3. 
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между тремя соответственно равными и подобно располо- 
женными плоскостями. 

Мы воспроизводим лежандрово доказательство, причём пред- 
лагаем читателю стать при его прочтении на античную точку 
зрения (черт. 25). 

Если основание АВСОЕ будет равно афсае (в современном, 
а не евклидовом смысле), параллелограмм АВЕС равен а6}5, 
ВСРК —= 5^]Е и т. д., то призма АВСОЕРСЕГК будет равна 
(в современном смысле) призме абсае/ощЕ. Основание АВСРЕ 
совмещается при наложении с равным ему основанием 26сае. 

Далее ПЛежандр производит наложение боковой стороны од- 
ной призмы на боковую сторону другой. Что они в отдельности, 
. по разрушении призмы, мо- 


к гут быть наложены — с этим 
Г. оч». Евклид согласился бы, но 
что может произойти чудо 


проникновения материи че- 
рез материю, что неразру- 
шенная призма совпадает 
с  неразрушенной — этого 


й а 6 он не был бы в состоянии 
принять. 

_ б У Лежандра вследствие 

Черт. 25. равенства трёхгранных уг- 


лов, сходящихся в В и БВ, 
совмещаются и плоские углы, вследствие чего совпадают две 
стороны параллелограммов. То же относится и к остальным углам 
и Параллелограммам. В результате совмещаются и все боковые 
грани и оба основания. 

36. Предложение 37 в Болонском манускрипте. Из всех 
рукописей Евклида Болонская (ХТ века) представляет ту особен- 
ность, что даёт текст последних четырёх предложений книги Х1 
и всю книгу ХПИ в редакции, совершенно отличной от других 
рукописей Евклида. Доказательство предложения 36 в Болон- 
ской рукописи отличается лишь формой изложения, но доказа- 
тельство предложения 37 дано в гораздо более развёрнутом виде, 
чем в других списках. Даём перевод последнего доказательства 
по второму приложению к [У тому сочинений Евклида в изда- 
нии Гейберга, без чертежей, которые легко может построить 
каждый читатель, руководствуясь теми чертежами, которые 
помещены в основном тексте. 


Предложение 37 


«Если будет сколько угодно пропорциональных прямых, то 
ц подобные и подобно расположенны? параллелепипедальные 
тела на них будут пропорциональны. И если подобные и по- 
добно расположенные параллелепипедальные тела на них про- 
порциональны, то и сами они будут пропэрциональными. 
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Пусть будет сколько угодно иропорциональных прямых АБ, 
Ср, ЕЁ, НО, «причём», как АВ к СР, так ЕЁ к НО; построим 
на каждой из АВ, СР. ЕР, НО подобные и подобно расположен- 
ные параллелепипедальные тела АА, СГ, ЕМ, НМ. Я утверждаю, 
что будет как тело АК к телу С[, так тело ЕМ к телу НМ. 
Действительно, сделаем, чтобы как АВ к Ср, таки СОФк Ои 
Ок О. Значит, как первая к четвёртой, то-есть АВ к О, так и 
«тело» на первой (10 ато <1с поютус «квадрат на первой» — обыч- 
но так обозначается квадрат) то-есть АА к <телу> на второй, 
то-есть СЁ; как же БЕ к НО, так и НО к Ри РкрА. Значит, 
будет, что как ЕР к Ю, так и <тело> ЕМ к НМ. И поскольку 
как АВ к СО, так и ЕР к НО, но как АВк СО, так и СОк О 
и ОКО, как же ЕЁЕк НО, так и Нк Ри Рк№, то по ра- 
венству, значит, будет как АВ к О, так и ЕРк Ю. Но как АВк 00. 
так тело АК к телу СЁ, как же ЕР к Ю, так и тело ЕМ к телу 
НМ. Значит, как тело ААк телу СГ, так и тело ЕМ к телу ИМ. 

Затем, пусть вот будет, что как тело АК к телу С, так н 
тело ЕМ к телу НМ. Я утверждаю, что будет как АВ к СР, так 
и ЕР к НО. Действительно, сделаем, чтобы как АВ к Ср, так и 
ЕЕк $Т, и построим на $Т подобное АМ и подобпо расположен- 
ное параллелепипедальное тело $. Поскольку как АВ к Ср, 
так и ЕР к $Т, то, значит, и как тело АК к телу СЛ, так и тело 
ЕМ к телу $50. Значит, ЕМ имеет то же самое отношение 
к каждому из ИМ, $0. Значит, НМ будет равно $ и НО будет 
соответственной линией» для $Г. Значит, НС будет равна $7. 
И поскольку как АВ к СР, так и ЕР к $Т, а $Т равна НО, то, 
значит, как АВ к СО, так и ЕРк НО, что и требовалось дока- 
зать» (И. В.). 

37. Симметрии параллелепипеда. Интересно проследить, 
каким образом в течение веков зарождалось учение о симметрии. 
Мы остановимся только ма симметриях параллелепипеда и куба. 
У Евклида появляется 07ь симметрии, но только как характер- 
ная прямая без указания того, как расположены относительно 
неё части фигур (предложение 38). У Клавия выступает дентр 
симметрии. Теорема Клавия гласит: Если параллелепииед ра“- 
секагтоя плоскостью, проходящей через центр, то ой ра-- 
секается пополам, и если тело рагсекается пополам, то пло- 
ско^ть проходит через центр. 

Это всё — только эмбрионы, из которых потом вырастает 
учение о симметрии, лежащее в основе кристаллографии. 

В эл=ментарную геометрию Лежандр вводит начатки учения 
о симметрии. Но он говорит только о симметрии относигельно 
плэскости, причём даёт такое определение: две точки симмет- 
ричны относительно плоскости, когда эта плоскость перпепди- 
кулярна в середине к прямой, соединяющей эти две точки. Ле- 
жандр видит в прямом параллелепипеде три плоскости симметрин, 
перпендикулярные к рёбрам, а в кубе — три плоскости, перпен- 


дикулярные к рёбрам, и шесть плоскостей, проходящих через 
диагонали граней. 
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В современных учебниках лежандрова типа говорится о сим- 
метрии значительно больше, чем у Лежандра. Руше и Комберусс, 
например, говорят о симметрии относительно точки и прямой. 
Доказывается, что если плоская фигура обладает двумя взаимно 
перпендикулярными осями симметрии, то она симметрична и 
относительно их точки пересечения, и что если пространственная 
фигура симметрична относительно плоскости и прямой, ей пер- 
пендикулярной, то она симметрична и относительно их точки 
пересечения. 

Таким образом, выявляются все симметрии параллелепипеда 
и куба, так что в последнем к ЗР и 6Р’ ещё прибавляется С 
(относительно центра), 3/4 (три оси 4-го порядка через центры 
граней), 4[3 (четыре ‚оси 3-го порядка через вершины) и 622 
(шесть осей через середины рёбер). 

Если в учебниках лежандрова типа учение о симметрии яв- 
ляется только «пристройкой», то в учебниках интуитивистического 
направления, например у Бореля, оно кладётся в самую основу 
вывода. Он оперирует с геометрическим экспериментом, застав- 
ляющим пробуждаться интуицию. 

Чтобы получить плоскую фигуру, симметричную данной 
относительно оси, расположенной в той же плоскости, накла- 
дывается плоскость на самоё себя и перевёртывается на другую 
сторону таким образом, чтобы ось симметрии до и после пово- 
рота занимала то же самое положение. Свойства симметрии 
доказываются с помощью теорем о равенстве треугольников; но 
затем дальнейшие свойства треугольников доказываются с по- 
мошью симметрии. 

И существование у куба трёх осей симметрии устанавли- 
вается экспериментом — совмещением с самим собой (вернее 
с двойником) при вращении около различных осей. Это — особого 
рода эксперимент, в котором конкретная модель куба комбини- 
руется с в2ображаемым двойником куба. | 

Борель не выявляет понятия группы пргобразований мно- 
гогранника в самого себя, но своим учением о симметрии полд- 
готовляет к восприятию этого понятия учеником. 

33. Предложение 38 в Болонском манускрипте (Соч. Гв- 
клида в издании Гейберга, т. [\, стр. 388). «Если у проти- 
воположных плоскостей куба стороны будут разделены попо- 
лам, через сечения же провгдены плоскости, то общее сечение 
плогкостей разделит пополам диаметр куба и само разде- 
лится попэлам диаметром куба. 

Пусть у противоположных плоскостей СДАЕ, ВЕНС куба 
АВ стороны СРО, ВА, АЕ, ЕС, ВЕ, ЕН, НО, СВ будут разделены 
пополам в К, Д, М, М, О, О, Р, Ю, через сечения же проведены 
плоскости А/М, РО, МГ, ОЮ, и пусть общее сечение плоскостей 
будет 5Г, диаметр же куба — ВА. Я утверждаю, что 5Т делит 
пополам диаметр куба (черт. 26). 

Действительно, соединим С$, ЗА, ВТ, ТН. Поскольку СВ 
равна ДА и половина СЕ есть СМ, половина Ар же— А, то. 
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значит, СМ будет равна [4; также и $М№ равна $2. Вот две СМ, 
№5 равны двум [А, [5; и угол СМ5$ равен углу $[.1; значит, 
основание С$ равно основанию $А и треугольник СМ будет 
равен треугольнику 24[5, и остальные углы будут равны осталь- 
ным углам, которые стягиваются р 0 р 
равными сторонами. Значит, угол 
между С5, 5М№ будет равен углу 
между [5, 5А. Прибавим общий 
«угол» между №, 5А; значит, 
«углы» между С$, ЗМ, №5, $А б\- 
дут равны «углам» между Г[5, 
$А, 45, $М№ Но ‹углы» между 
[5, ЗА, 45, $М равны двум пря- 
мым, вот при некоторой прямой 
№ и при её точке $ две прямые 
($, ЗА, не расположенные с той 
же самой стороны, образуют ‘смеж- 
ные углы С$М№М, №5А, равные двум 
прямым. Значит, С$ будет «пс 
прямой» с 54. На основании тогс 
же вот и ВТ будет «по прямой» 8 А А 
с ТН. И поскольку каждая из СР, Черт. 26. 
АН будет равна ЕО, а также и па- 
раллельна, параллельные же той же самой прямой, не находясь 
«с ней> в одной и той же плоскости, будут параллельны, то, 
значит, СВ, АН будут равны и параллельны. И СА, ВН суть 
соединяющие, и половина СА есть 5А, половина ВН же — ВТ. 
Значит, $4, ВТ будут равны и параллельны; и 5Т, АВ суть со- 
единяющие. Значит, 50 будет равна ИТ, АУ же— ЦВ, что и тре- 
РА бовалось доказать» (И. В.). 
ры 39. Другой вид прэдложения 3$. 
В четырёх рукописях, в том числе в 
основном кодексе Реугаг4’а (Р), бод- 


леянском (В), флорентийском (Р)} и 
Я № венском (У) предложение 38 читается 
Ид совершенно иначе (Соч. Евклида в 
издании Гейберга, т. 1\, стр. 354): 
у... «Если плоскость перпендикуляр- 
Черт. 27. на к плоскости, и из какой-нибудь 


точки в одной из этих плоскостей 

проведём перпендикуляр к другой 
плоскости, то проведённый перпендикуляр упадёт на общее се- 
чение этих плоскостей. 

Пусть плоскость СО будет под прямыми <углами» к плос- 
кости АВ, общее же их сечение пусть будет ОА; возьмём на 
плоскости СО произвольную точку 2; я утверждаю, что проведён- 
ный из ЕЁ на плоскость АВ перпендикуляр упадёт на ДА (черт. 27). 

Действительно, если не так, то пусть, если возможно, он 
упадёт вне «ДА вроде> как ЕКЬ и пусть с плоскостью АВ он 
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встретится в точке Г, и пусть из / перпендикуляр на ОА в пло- 
скости АВ будет /Н, который будет под прямыми ‹углами> и 
к плоскости СДО (определение 4), и соединим ЕР. Поскольку 
теперь /Н будет под прямыми <углами» к плоскости СО, касается 
же ез <прямая> ЕН, находящаяся в плоскости СШ, то, значит, и 
угол /НЕ будет прямым (определение 3). Но и Е! будет под 
прямыми «углами» к плоскости АВ; значит, угол ЕН прямой. 
Вот у треугольника Е7Н два угла будут равны прямым; это же 
невозможно (предложение 17 книги ]). Значит, проведённый из Е 
на плоскость АВ перпендикуляр не упадёт вне /)/4. Значит, ои 
упадёт на ОА, что и требовалось доказать» (И. В.). 


проиничнеренанииьниь =. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ ХИН 


1. Квадратура круга до Архимеда. История вопросов, свя- 
занных © определением длины окружности и квадратурой круга, 
начинается с самых истоков человеческой культуры. Многие 
хотели видеть число п отображённым уже в знаменитой пирамиде 
Хеопса. Угол наклона граней этой пирамиды составляет 51550" 
или, по более точным измерениям, 51552’. Тангенсы обоих углов 
равны 1,272 и 1,274, что очень близко подходит к обратной ве- 


и № .. 
личине р. Действительно, если для п мы возьмём архимедов- 
22 с: 11. 
ское значение =, то -/ будет равно 14; обратная величина 
последнего числа будет 1,273. Длина стороны Хеопсовой пира- 
миды равняется по современным измерениям 228,6 метра. Если 
учесть толщину снятого покрытия, то эта величина очень близко 
подходит к 230,3 метра, что представляет длину 440 египетских 
локтей. Высоту пирамиды мы получим умножением 220 локтей 


на {2 91552’ = —; при архимедовом значении п это даст для 


у 
высоты Пирамиды 280 локтей. Однако делать из этого вывод, 
что египтяне не только знали число п, но и хотели отобразить 
его в великой пирамиде, не приходится; можно утверждать един- 
ственно лишь То, что Пирамида построена таким образом, что 
длина периметра её основания равна длине окружности, описан- 
ной радиусом, равным её высоте: 


4.440 =2.77.280. 


Позднее, в эпоху математических папирусов (Среднее цар- 
ство) египтяне пользовались в качестве п значением немного 
большим, чем архимедовское, а именно, они считали круг рав- 


новеликим квадрату, сторона которого равна -_ диаметра. Это 


даёт нам: 
03 8 2 
$ = (52) ) 
откуда 
® — 6 3161, 
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22 - 
тогда как 773,143. Интересно в этой связи отметить, что 


наряду с локтем в 28 дюймов (большим или «королевским») егип- 
тяне пользовались также локтями в 24 и 20 дюймов. Последний 
локоть употреблялся ими для получения фигуры с вдвое мень- 
шей площадью 

28 


7 _ 
50=5 =14 == 2 . 


Для этого нужно было вместо подлежащей делению фигуры, 
длины сторон которой были даны в больших локтях, построить 
совершенно такую же, но только при построении большой локоть 
в 28 дюймов заменить малым в 20 дюймов. Что касается локтя 
в 24 дюйма, то можно думать, что он употреблялся для получе- 
ния приближённой квадратуры круга. Чтобы найти площадь круга, 
диаметр которого равнялся х больших локтей, нужно было по- 
строить квадрат со стороной х локтей по 24 дюйма. Действительно, 


8 
928724. 


Но если египтянам принадлежит честь постановки задачи о 
квадратуре круга, то вавилоняне имеют приоритет в определении 
числа т. Они считали п равным 3; при вычислении площади 
круга исходили из длины окружности Ё, а именно считали, что 
площадь круга $ равняется одной двенадцатой квадрата длины 
его окружности, т. е. 

__ 12 _ (пр) 


$=— 12 4 


что соответствует значению т-== 

Новый подход к решению задачи о квадратуре круга был 
сделан греками; задачу вычисления площади круга они заменили 
задачей построения при помощи циркуля и линейки квадрата, 
равиовеликого заданному кругу. Первая попытка решения этой 
задачи была сделана греческим геометром второй половины У века 
до н. э. Гиппократом Хиосским, автором первых «Элементов». 
О введённых им «Гиппократовых луночках» рассказывается почти 
во всех учебниках геометрии; однако связного изложения всей 
теории Гиппократа на русском языке не имеется до сих пор, и 
здесь полезно будет восполнить этот пробел. 

Теория Гиппократа дошла до нас в комментарии Симпликия 
(УГ век н. э.) к Аристотелю, т. е. приблизительно через тысячу 
лет после Гиппократа. 

Гиппократ исходил из следующих положений: 

1) При увеличении диаметра круга в л раз площадь его 
увеличивается в п? раз. 

2) Сумма площадей полобных фигур, построенных на кате- 
тах прямоугального треугольника, равна аналогичной площади, 
построенной на випотепузе. 
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На основании этого Гиппократ показывал, как можно постро- 
ить квадрат, равновеликий данной криволинейной фигуре. Он 
строил на диаметре АВ полукруг, вписывал в него равнобедрен- 
ный прямоугольный треугольник АВС и на одном из катетов 
последнего строил полукруг АЁС (черт. 1). 

«Поскольку квадрат со стороной АВ будет вдвое больше 
квадрата на АС и поскольку квадраты диаметров будут друг 
к другу как соответствующие круги и 
полукруги, то полукруг АСВ будет вдвое г С 
больше полукруга АЕС. Значит, квад- 
рант АСР будет равен полукругу АБС. 

Теперь, из фигуры АЕСО, образованной 

квадрантом и луночкой, вычтем сегмент, 

заключённый между стороной квадрата д 

АС и дугой АС окружности. Тогде 2 б 
остающаяся луночка АЁЕС будет равна Черт. 1. 
остающемуся треугольнику АС. Но тре- 

угольник может быть сделан равным некоторому квадрату. Мы 
таким образом показали, что луночку можно будет квадрировать...» 

Происхождение этой квадратуры АПтап!) реконструирует 
на основании следующего очень распространённого орнамента 
(черт. 22). 

Большой круг будет равен сумме двух малых кругов или 
сумме четырёх малых полукругов, построенных на сторонах 
квадрата, вписанного в большой круг. 
Если отнять общие сегменты, то четыре 
внешних луночки будут равны внутрен- 
нему квадрату, вписанному в большой 
круг. 

Доказавши, что луночка может быть 
сквадрирована, Гиппократ показывает 
затем, как можно построить квадрат, 
тазвновеликий данному кругу или полу- 
кругу: 

«Пусть будет прямая АВ и построен- 
ный на ней полукруг (черт. 3). Возьмём 
Ср, вдвое большую ЛАВ, и также по- 
строим на этой прямой полукруг. Пусть 
СЕ, Ей, О будут стороны вписанного 
в него шестиугольника. Построим на этих сторонах полукруги... 
Тогда каждый из этих описанных на сторонах шестиугольника 
полукругов будет равен полукругу, построенному на АВ, ибо АВ 
равна стороне шестиугольника. Четыре полукруга будут равны 
друг другу и вместе дадут четыре раза взятый полукруг АВ. 
Но полукруг СШ также будет четыре раза взятый полу- 


) А1|шап, Огеек Сеомешту нот ТВа!ез 10 Еп@@е, стр. 97. 
См. также Кеу, [/’Арорёг 4е [а зс1елсе (еспп1дие огесдие, Ра!15, 
1948, стр. 98. 
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круг АВ. Значит, построенный на СО полукруг будет равен 
четырём полукругам, именно, полукругу, построенному на 
АВ, и трём полукругам, построенным на сторонах шестиуголь- 
ника. 

Вычтем из полукругов, построенных на сторонах шестиуголь- 
пика, а также из полукруга, построенного на СО, общие сег- 
менты, заключающиеся между сторонами шестиугольника и ок- 
ружностью полукруга СР. Остающиеся луночки СНЕ, ЕТ, КБ 
вместе с полукругом, построенным на АВ, будут равны трапеции 
СЕСО. 

Если теперь мы вычтем из трапеции сумму площадей луно- 
чек (ибо доказано существование прямолинейной фигуры, рав- 


х 


А В й О 
Черт. 3. 


ной луночке), то мы получим остаток, равный полукругу АВ. 
Удвоим остающуюся прямолинейную фигуру и построим квадрат, 
который был бы этому равен. Этот квадрат будет равен кругу, 
диаметром которого была ЛАБ, и таким образом круг будет сквад- 
рирован». 

Ошибку в этом рассуждении, заключающую в том, что воз- 
можность квадратуры луночки, построенной на стороне квадрата, 
была отождествлена с возможностью квадрирования луночки, 
построенной на стороне шестиугольника, по всей вероятности 
заметил уже сам Гиппократ, ибо кроме квадратуры луночки, 
построгнной на стороне вписанного в круг квадрата, он дал 
способы квадратуры луночек ещё в двух случаях, когда они 
построены на хордах сегментов, вмещающих не только прямой, 
но также острый и тупой углы. 

Общее решение задачи о квадрируемости луночки было дано 
Клаузеном (СгеЙе’5 Чоигпа|, +. 31, стр. 375—376). 

Если через № обозначим радиус, а через х — половину 
центрального угла внутренней дуги луночки, через г и у — ра- 
диус и половину центрального угла внешней дуги луночки, то 
эти величины булут связаны между собой уравнением 


Ю зп х = Е ЗШ У. 
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Площадь луночки выразится формулой 
1 за: 
® — у — 2х 5 (Ю? зш 2х — 7? чпу). 


Для квадрируемости луночки необходимо, чтобы 
, Гу — Ю-х—0 

Если положить 
то будет 

К=ГУм, 

$1 7х = У их, 

у2 

5 —5 (тзш 2х — за 2т4). 

Решения Гиппократа соответствуют значениям 


т —2, Ио, т — 


52| с 


` 


Долгое время считали, что квадратура возможна только в 
этих трёх случаях; однако Клаузеи показал, что она также воз- 


можна для тм—о5 и т. 


Следующий шаг на пути к решению задачи скоро после 
Гиппократа был сделан Антифоном, который вписывал в круг 
квадрат, затем восьмиугольник, шестнадцатиугольник и т. д. 
и считал, что при достаточном увеличении числа сторон много- 
угольника окружность вследствие атомистического строения про- 
странства должна совпасть с периметром внисываемого много- 
угольника. Эта идея вместе с обобщённой теорией отношений 
привела Евдокса к открытию метода исчерпывания, являющегося 
основным стержнем всей ХПИ книги «Начал». 

Принадлежность этого метода Евдоксу устанавливается двумя 
свидетельствами Архимеда. 

В предисловии к первой книге сочинения «О шаре и ци- 
линдре» он говорит: 

«Поэтому мне, пожалуй, не следует бояться сопоставить их 
с исследованиями других геометров и теми предложениямн 
Евдокса о телах, которые считаются наиболее важными, а именно, 
что каждая пирамида равна трети призмы, имеющей то же осно- 
вание и ту же высоту, что и пирамида, и что каждый конус ра- 
вен трети цилиндра, имеющего то же основанис и ту же вы- 
воту, что и конус... Эти предложения... были неизвестны 
тем замечательным геометрам, которые жили до Евдокса. ..» 

Во введении к книге «О квадратуре параболы» Архимед, 
уномянув о носящей его имя аксиоме — что «избыток, на кото- 
рый большая из двух неравных площадей превосходит меньшую, 
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будучи прибавляем к себе самому, может быть сделан больше 
любой заданной ограниченной площади»,— прибавляет: 

«Более древние геометры (64 протероу уеюрётрол) также поль- 
зовались этим вспомогательным предложением, ибо при исполь- 
зовании этого предложения они показали, что круги относятся, 
как квадраты их диаметров, а шары — как кубы диаметров, и 
далее, что каждая пирамида равна трети призмы, имеющей то 
же основание и ту же высоту, что пирамида, что каждый конус 
равен трети цилиндра, имеющего то же основание и ту же вы- 
соту, что и конус; они доказали это с помощью леммы, которая 
похожа на предыдущую». 

Лемма эта дана в первом предложении книги Х «Начал»; 
при её помоши доказывается теорема о том, что круги отно- 
сятся, как квадраты их диаметров (Евклид, ХПИ, 1—2), что пира- 
мида равна трети призмы с теми же основанием и высотой 
(Евклид, ХП, 3—7), что конус равен трети цилиндра с теми же 
основанием и высотой (Евклид, ХП, 10) и, наконец, что шары 
относятся, как кубы диаметров (Евклид, ХПИ, 16—18). Все эти 
предложения представляют особую, ярко выраженную группу; 
они объединены в одну группу Архимедом во второй из приве- 
дённых нами цитат, а так как в первой цитате Архимед припи- 
сывает авторство двух из этих теорем Евдоксу, то вряд ли можно 
сомневаться в принадлежности Евдоксу и остальных, т. е. пе 
существу всей ХП книги. За это говорит и то обстоятельство, 
представляющееся нам несколько странным, что Евклид в сте- 
реометрические книги поместил два предложения о круге, ко- 
торым с большим основанием принадлежало бы место в конце 
УГ книги — последней планиметрической. 

Идея евклидовского доказательства 2-го предложения со- 
стоит в следующем. 

Имеем два круга АВСО и ЕС; требуется доказать, что их 
площади $} и $5. относятся, как квадраты их диаметров 


$1:3а == (ВО): (БЕ. (1) 


Докажем сначала, что отношение площадей не может быть 
меньше отношения квадратов их диаметров. Действительно, если 
бы мы имели 


ВО 5$ о 

12 7 $, ' (9) 
то мы могли бы найти такую площадь $, чтобы существовало 
равенство 

ВО: [2 == $1:5$, 

так что 

51 > 51. 

$ - 5$. ' 


откуда следовало бы 5 < $.. 
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Тогда, вписывая в круг ЕН квадрат, затем восьмиуголь- 
ник, шестнадцатиугольник и т. д, мы можем в конце концов 
получить правильный многоугольник, площадь которого »› была 
бы больше $. Вписываем такой же многоугольник в первый 
(больший) круг АВСР; пусть площадь этого многоугольника 
будет У. Тогда мы можем заключить по предложению 1, ХП 

>) _ В0* 


у, 12° 


Если мы увеличим первый член первого отношения (заменив + 
через $1) и уменьшим второй (взяв 5 вместо %5), то будем иметь; 


что противоречит сделанному предположению. Таким образом, до- 
казано, что отношение площади большего круга к меньшему не 
может быть меньше отношения квадратов их диаметров. 

Чтобы доказать, что оно не может быть больше, вводим про- 
тивоположное допущение: 


вр 5$, 
[СЕ < $ 
Перевёртываем члены этих отношений 
12° $2 
ВБ: > $, 


и доказываем невозможность этого неравенства аналогичным ме- 
тодом — только теперь нам придётся вписывать многоугольник с 
площадью $ в больший круг АВС. Из невозможности суще- 
ствования неравенств (2) и (3) вытекает справедливость равен- 
ства (1). 

Можно было бы сделать следующее возражение относительно 
принадлежности Евдоксу доказательств предложения 2, ХП и 
других. Архимед говорит о том, что все четыре теоремы дока- 
заны на основании так называемой аксиомы Архимеда — сколь 
угодно малая заданная величина, будучи повторена слагаемыми 
достаточное число раз, может превзойти любую сколь угодно 
большую заданную величину — в то время как предложение 1, Х 
говорит о другом — если из данной величины вычесть больше 
её половины, затем из остатка — больше его половины ит. д., то 
в конце концов остаток может быть сделан меньше любой за- 
данной сколь угодно малой величины. Однако это возражение 
теряет силу, если посмотреть более внималельно на доказатель- 
ство предложения 1, Х. Там говорится, что если данная вели- 
чина будет АВ, а любая заданная сколь угодно малая величина 
будет С, то С, будучи повторена слагаемым достаточное число 
раз, в конце концов превзойдёт АВ, а это и есть так называемая 


14 Евклид, т. Ш 
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аксиома Архимеда, которая по существу уже содержится в опре- 
делении 4 книги У «Начал» (И. В.). 

2. «Измерение круга» Архимеда. Следующий шаг па пути 
к решению задачи о квадратуре круга был сделан Архимедом. 
Посвящённое этому вопросу сочинение Архимеда «Измерение 
круга» (К5^оо вётопек) дошло до нас, повидимому, в не совсем 
полном виде и некоторые детали его вычислений не представ- 
ляются нам совершенно ясными. В частности, возникает вопрос 
о том, какими способами Архимед извлекал квадратные корни из 
встречающихся в тексте чисел. Эти способы не были ясны даже 


т 6 Н 


АЙ [5 
\ / 
7 


3 = 


Черт. 4. 


древним комментаторам; так, известный комментатор Архимеда 
Ев1окий Аскалонский (УТ в. н. э.) ограничивается в своём ком- 
ментарии лишь тем, что проверяет умножением правильность 
найденных Архимедом приближенных значений корня. 

Трактат Архимеда начинается с теоремы: 

«Площадь каждого круга равна прямоугольнэму треуголь- 
нику, в котором один из катетов равен радиусу, а другой — 
окружности круга. 

Пусть АВСР будет данный круг, а Аб— упомянутый тре- 
угольнак (черт. 4). 

Если бы круг не был равен А, то он должен был бы быть 
или больше, или меньше. 

Пусть, если возможно, круг будет больше, чем К. 

Впишем в него квадрат АВСО, разделим пополам дуги АВ, 
ВС, СР, ОА, разделим пополам (если нужно} эти половины 
и т. д. до тех пор, пока стороны вписанного многоугольника, вер- 
шины которого суть точки деления, не будут отсекать сегментов, 
сумма площадей которых меньше избытка площади круга над А- 
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Тогда площадь многоугольника будет больше А. Пусть АЕ будет 
одной из его сторон и ОМ опущенный из центра О на АЁ пер- 
пендикуляр. Тогда ОМ будет меньше радиуса круга и, значит, 
меньше одного из катетов А. Точно так же периметр много- 
угольника будет меньше длины окружности, т. е. меньше другого 
катета К. Значит, плошадь многоугольника будет меньше А’ это 
же противоречит сделанному предположению. Значит, площадь 
круга не будет больше А° 

Пусть, если возможно, круг будет меньше, чем А. Опишем 
около круга квадрат, и пусть две соседние стороны, касающиеся 
круга в Е и Л, пересекают друг друга в Г. Разделим пополам 
дугу между соседними точками касания и проведём в точках де- 
ления касательные. Пусть А будет середина дуги ЕН и ЕАС — 
касательная в А прямая. Тогда угол ГАС будет прямым. Значит, 
ГС больше СА и СН. Значит треугольник РГО будет больше 
половины площади ТЕАН. Разделим теперь пополам дугу АН и 
построим в её середине кахательную, она отсечёт от площади 
САН более её половины. Если мы будем продолжать таким об- 
разом, то придём в конце концов к описанному многоугольнику, 
такому, что находящиеся между пим и окружностью круга пло- 
щадочки будут вместе взятые меньше избытка А над площадью 
круга. Значит, площадь многоугольника будет меньше К. Но так 
как опущенный из О перпендикуляр на какую-нибудь сторону 
многоугольника равен радиусу круга, в то время как периметр 
многоугольника больше окружности круга, то площадь много- 
угольника должиа быть больше, чем треугольник А, что невоз- 
можно. Значит, площадь круга не будет меньше К. 

Так как теперь площадь круга не может быть ни больше, ни 
меньше К, то она должна быть равна А». 

Второе предложение читается так: 

«Площадь круга относится к квадрату на его диаметре, 
как 11 к 14». 

Ясно, что формулировка этого предложения уже предпола- 


гает архимедово значение «—-, а поэтому рассматриваемое 
предложение стоиг не на своём месте, ибо соответствующая ве- 
личина п устанавливается лишь в предложении 3, которое чи- 
тается так; 

«Отношение окружности круга к его диаметру меньше, 


1 
чем >, но больше, чем 371 >. 

Изложение доказательства этого предложения мы дадим в 
более детальной форме, чем у Архимеда, чтобы сделать его бо- 
лее понятным читателю. 

Пусть АВ будет диаметр какого-нибудь круга, О — его центр, 
АС — касательная в А и угол АОС — третья часгь прямого угла 

— 265 
(черт. 5). Тогда ОД: АС = с® 30° =У 3:1 > ТЕЗ. 


14+ 
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Мы сразу встречаемся здесь с приближённой величиной У 3- 
Как Архимед нашёл эту величину? Очень красивое решение 
этого вопроса было предложено Гульчем. Гульч рассматри- 
вает это значение вместе с другим приближённым значе- 


[й 


р 
Е 
р 
д@ 
Н 0 ':) 
Черт. 5. 
нием У 3— теперь уже по избытку— которое дано Архимедом 
в последующем изложении и равно 75°. Итак, имеем соотно- 
О 1351 65 
2 
780 >И 3> 153. 


Разлагая знаменатели на множители, будем иметь. 


180 —=2.2.3.5.13 =3.5.52, 
153 =3.3. И =3.51. 


Сразу бросается в глаза наличие двух близких чисел, 51 и 52, в 
обоих знаменателях. Если мы умножим второй знаменатель на 
9, то архимедовы приближённые значения уложатся в следую- 
щую формулу: 


1351 „1325 

8.55? 15.51 
ИЛИ 351 

1 1325 

-55— 15 УЗ -—, 
ИЛИ . 

— 1 
26 — 55 > 15 У3> 6—5. 

Теперь 


1, 7 Г\? т СЕ 
26 — 5 = ант 26 —1=У6Ъ. 
5= У 2 1+ (5) >И у 
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Значит, Е 
Е ИЕ —_ 675 — 
15 5 (26— =) > 5. =у` 295 — УЗ - 


Теперь процесс получения и. становится уже ясным. По таб- 
лице квадратов подыскивались два числа, квадрат одного из 
которых приблизительно был бы в три раза больше другого. 
Если мы примем, что разность между этими квадратами рав- 
няется единице, то искомому требованию будут удовлетворять 
следующие пары чисел: 

4и Т, 3. 42-1 —772, 

15 и 26, 3.1521: 262, 


Первые два числа дали бы нам 


49—1 1 1 97 
УЗ = И =ч(7-ц)= 56’ 


вторые же: 
_/— 1 , 
Уз — и и 15 (%— 5). 


Самые извлечения корня могли быть произведены по вавилон- 
ской формуле: 


1 48 49-548 71| 
ув-з(т+т)- 7 мо’ 14’ 
— 675\ _ 1351 
У 675 = 5 (26-552) = =%—5. 


Оба эти приближения будут по избытку. Чтобы получить при- 
ближения по недостатку, достаточно, как нетрудно показать, умень- 
ШИТЬ На единицу знаменатель вычитаемого: 


1 1 — 1 1 
(7-м) >УЗ>4 (7-в)- 
Е (26 — >) Уз (26—51) 
15 55) >'’° >15 51)’ 
что дало бы следуюшие приближённые значения УЗ: 
97 —_ 90 45 
56 > Уз > 55—56, 
1351 —о 1325 265 
780 Е 765  153' 


Из этих двух приближений Архимед воспользовался вторым, 
более точным. 


914 КОММЕНТАРИИ 


Следует заметить, что описанный вавилонский приём извле- 
чения корня засвидетельствован на греческой почве в «Метрике» 
Герона, а приём получения значения корня по недостатку путём 
вычитания единицы из знаменателя имеется у арабского матема- 
тика Х| века Аль-Кархи, большого поклонника греческих мате- 
матических теорий. 

Дальнейшие рассуждения Архимеда идут таким образом: 


ОА _ УЗ _ 265 
АСТ 7153’ 
ОС _2 _ 306 
СА То 153. 
Проводим линию ОР, делящую угол АОС пополам и пере- 
секающую АС в Д. Тогда, по теореме о биссектрисе (Евклид, УТ, 3), 


со Ср 
ОА ПА` 


Отсюда, составляя производную пропорцию со сложением, по- 


лучим: 
ОС-ОА _ СБ--БА 
ОА — БА ' 
ИЛИ 
ОС-НОА _ ОА 
СА ``БА` 
Значит, 
ОА _ОС--ОА _ 265-306 _ 571 
РА СА 153 15° 
Отсюда 
Ор? _ ОА2-- АБ? _ 5712 -{ 1532 _ 349 450 
АБ?" АРБ? 153° 152 › 
так что 
Ор_ 7349450 
БА” `` 153 = 
Перед нами стоит задача — найти с недостатком квадратный 


корень из 349 450. 

Мы предполагаем, что Архимед имел в своём распоряжении 
таблицу квадратов чисел от [ до 100. Из неё он мог узнать, 
что 59 — 3481, что дало бы ему первое приближение для корня, 
равное 590. Второе приближение (с избытком) он мог найти по 
вавилонскому методу: 


| 349 450\ _ 
7349450 = 5 (50-5) = 591 


17 


| 
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. | 
Приближение с недостатком Архимед берёт 591 8, ЧТО сдела- 
ло более лёгкими дальнейшие вычисления. 
На первом этапе вычисления Архимед нашёл, что для пра- 
вильного описанного 12-угольника отношение гипотенузы ОБ 
к половине стороны АР будет больше дроби 


ор ^ 8. 
АБ” 153 
Начинаем второй этап. Пусть ОЁ будет биссектриса угла 


АО и пусть она пересекает АД в Е. Тогда по той же тео- 
реме о биссектрисе 
00 _ЕБ 


ОА АЕ’ 
где АЕ — нужная нам половина стороны 24-угольника. Применяя 


аналогично производную пропорцию со сложением и перестав- 
ляя накрест члены, будем иметь: 


ОР-НОА _ ОА 
Ар _ АЕ` 
Следовательно, 
] - 1 
АЕ АБ 153 18 

Далее, 

ОЕ? = ОА? -- АЕ, 
Значит, 


ре 
ов: (1162. +159 
АЕ? 158 


Нам придётся извлекать корень из суммы двух квадратов. Так 
как Архимед далее не проделывает возведений в квадраты и 
суммирования найденных результатов, то не будем делать этого 
и мы, а просто применим вавилонский метод определения гипо- 


тенузы: 
4 р к 
И (1®1} +1532 = 1162: 


2.1162 


Дело идёт о вычислении последнего слагаемого. Мы его полу- 


чим, если разделим 1532 —=23 409 на 2324, . Выполнив деление, 
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169 
г. 
2324 ул 


находим, что частное равно 10 


Отбрасывая дробную 


часть, получаем, что 
ОЕ = 1162 -- 101172 , 


и отношение 
1 
ОЕ. 8 
АЕ” ` 153 
Начинается третий этап, где мы имеем дело со стороной 
описанного 48-угольника. 
Пусть линия ОР делит пополам угол АОЕ и пересекает АЕ 
в точке Р. Тогда, рассуждая аналогично предыдущему, получим: 
ОЕ _РЕ. ОЕ-ОА _ АЕ. 


—_ 


ОА АЕБ’ ОА _ АР’ 
1 1 | 
— — 9334 — 
ОА _ ОЕ--ОА _ "8 Тб 4 
АЕ АБ 153 — 153 ° 
Отсюда находим: 
2 
АР 8 
Далее, 
2 
И (== 4) Ч 1532 = 2334 — 15° 
2.2334 х 
Разделив 1532 == 23 409 на 4668 >, получаем в частном 5 ой , 
4668 
Отбрасывая дробь, находим архимедову величину отношения: 
| | 
ОЕ. 2339 ут 
АЕ ^ ` 153 


На че!вёртом этапе пусть ОС делит пополам угол АО и 
пересекает АР в точке С. Тогда мы будем иметь: 
ОЕ__ Ба ОР--ОА _ РО-АСЦ. 
ОА- АД’ ОА Аа ' 
| 1 
Од_ ОР ОА 2339 — ЕЙ 4673 -- 


Аа АЕ _ 153 15 
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Вся предварительная работа закончена, и Архимед переходит: 
к выводам: 

«Теперь угол АОС, представляющий треть прямого угла, 
мы делим пополам четыре раза, и значит, угол АОС есть 48 
прямого угла. 

Построим с другой стороны ОА угол АОН, равный углу 
АОСЦ, и пусть ОН пересекает в Н продолжение СА. 


Тогда угол СОН будет 1 прямого угла. Значит, @Н будет 


24 
стороной описанного около круга правильного 96-угольника.. 
Так как 
1 
ол” и АВ2ОА, СНЕ=2Аб 
АС 153 —_ —_ ’ 


то отсюда следует, что отношение АВ к периметру 96-угольника, 
больше, чем 
1 1 


4673 2_ 4673 = 
153.96 — 14688 ° 


Но 
667 1 667 
14 688 2 2 1 
ГЕ Т<3—тТ=ЗУ. 
4673 > 4673 5 4672 5 


Таким образом, окружность круга, которая меньше пери- 
метра описанного 96-угольника, и подавно будет меньше, чем 


взятый 3 раз диаметр круга». 


Найдя высший предел для п, Архимед переходит к опреде- 
лению низшего предела: 

«Пусть АВ будет опять диаметр круга и дуга ВС начерчена. 
так, что угол САВ будет третьей частью прямого угла. Соединим 
Сс В (черт. 6). Тогда 

АС:СВ—=У 3 :1< 1351:780. 

Сперва разделим пополам угол ВАС линией АД, которая 

пересекает ВС в 4 и круг в О. Соединим В с РО. Тогда 
< ВАР = ЧаАС = <аВвро 
и прямой угол ВДа будет общим в обоих треугольниках АОВ 


и ВО4. Значит, треугольники АДВ, ВРа подобны». 
Поэтому мы будем иметь: 


Ар ВР __ 48 
рв`ра’ Ва ` 
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Теперь, по свойствам биссектрисы угла (Евклид, УТ, 3), 


АВ _ АС. 
ва Са’. 
ни ладее: 
АС _ АВ АС _ АВ АС 
са — Ва-— са —_ ВС 
ИЛИ 
АВ-- АС _ АБ 
ВС _ рв° 
Но 


АС _. 1351 АВ _ 2 __ 1560 
СВ `` 780’ ВС 1 1780`° 
тсюда следует: 


АР _ 1351-1560 _ 291 


рв^ 180 180’ 
АВ?  АБ?-- ВО? _ 29112-78072 
В В ^ 180 


Стоящая в числителе сумма квадратов равна 9 082 321; таким об- 
разом мы приходим к извлечению квадратного корня из 9'082 321. 


Применяем вавилонский способ извлечения квадратного корня, 


взяв в качестве первого приближения 3000; будем иметь: 
а 9082 321 1321 
2. — —|!‹ |= 
У9 082321 = 5 (3000 зо ) 5 > (3000-3027 т = 
= 3013 1321 


--2.3000 2.3000 ` 
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1 
Последнюю дробь Архимед округляет до 4 и таким образом 


получает: 


3 
3013 — 
АВ < 4 
вр ^ 180 
Далее, пусть АЁ разделит пополам угол ВАД и пересечёт 
круг в 2; соединим Е с В. Тогда совершенно так же, как и 
выше, мы докажем, что 


3013-5291 5924 3 


АЕ _ АВ--АБ оч 
ЕВ ВБ 780 _ 180 

Оба члена этого отношения Архимед умножает на 4 и затем 
сокращает общий множитель 13: 

АЕ _ 23 699 __ 1823 

ЕВ `` 4.780 — 240` 
Отсюда можно получить отношение 

_ АВ АЕ ВВ? _ 18238 -|-240? 
ВЕ? - ВЕ? 240? | 
Приходится извлекать корень из суммы квадратов 18232 -|- 

-- 2402. По вавилонской формуле имеем: 


то Аль 1 240% 57 600 
2 2 — . — 
У 18232 | 2402 — 1823 -|-  ° Твэз — 1823 5. 1858 


Деление 28800 на 1823 даёт в частном 15 и в остатке 1455. 
Таким образом, искомый корень будет равен 


АЕ __ АВ АБ 


. 1495 1455 
1823 -- 15 1853 = 1838 то . 
.ъ о 9 
Вместо последней дроби у Архимеда стоит дробь г, ч10 


11° 
представляет довольно хорошее приближённое значение выше- 
приведённой дроби. 
Таким образом было получено архимедово значение отно- 
шения 
9 


АВ 1838 -- 
ВЕ 940 
На третьем этапе пусть АР делит пополам угол ВАЕЁ и пере- 
‹екает круг в /. Тогда получается: 
9 ‚9 
АЕ_ АВ--АЕ 1838 —- -- 1828 __ 9061 п 
РВ ВЕ т 20 290 
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Если мы умножим обе части нашего отношения на 11, то полу- 


ЧИМ; 
3661 _ 40271--9 _ 40280 _ 1007 
240 11.240 `` 11.240 66 


после сокращения на 40 числителя и знаменателя. 
Таким образом, 


1007 
ЕВ < 66 66, 
АВ? _ АР--ЕВ2 _. 10072-- 66? 
ЕВ ЕВ2 662 
Отсюда находим отношение АВ. 
тсюд д Н А: 
164 
2 2 
У 10072 -- 662 =1007--5—од- тот =1007--2 Тоот== =1009 
1 
АВ р 1009 -- 
ЕВ ^ 66 


На четвёртом этапе угол ВАР делится пополам линией АС, 
которая пересечёт круг в Ц. Тогда будет: 


1 


до двАе . 09-10216 
св— ВЕ < 6 6 
2 
лв _ ло ов: (298 5) 66 
в03— @В? 662 | 


Извлечение квадратного корня из числителя даёт нам: 


а 
И (53 5) бе 26-е = 2016 2178 — 


6 1 
2.2016 -- 2016 
1 161 +5 | 
— 2016— 1 — = 2016 1 
6 1 6 
2016 — 
6 
Таким оЭразом, 
1 
дв И 4 
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откуда следует, ЧТО 
вов 
АВ 2017 7 


После этого Архимед заканчивает вывод так: 
«Значит, ВС есть сторона вписанного правильного много- 
угольника с 96 сторонами. Из полученного отношения вытекает: 
Периметр 96-угольника > 26х66 _ 6336 
АВ 2017. 2017 
4 4 
И будет, что 


1 
6336 284 318 310, 
— Г °8069 


1 
2017 -д 2017 -- 


Чтобы объяснить получение последнего отношения, Гульч 
увеличивает на единицу знаменатель 8069. Тогда 


1137 __ 379 
8070  2690` 
Величина последнего отношения лежит между 1 И 
| _ 379 
7 72695 >38. 
У Паппа?) доказывается теорема: 
а--с ие с. 
> ра Б-Еа 
На основании этой теоремы 


379 _ З79--1. 
2690 > 2690-58 ^ 8 


379 10. 1 
2690 773. 
Последние слова трактата Архимеда гласят: 
«Таким образом и подавно окружность круга больше, чем 


если и > С То 
Ь а’ 


ИЛИ 


10 
ВЗЯТЫЙ 971 раз диаметр. Следовательно, отношение длины ок- 


| 10 
ружности к диаметру менее, чем 3 ти более, чем 371». 


2) Рарриз, В1Ь!оШеса МаШетаНса, кн. УП, изд. НиИзсь, 
т. Ш, стр. 689. 
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Полученные Архимедом границы значения х в десятичных 
дробях будут: 


3 — =. 3,1428, 
10 
377 =3,14084. 


Они дают три верных знака для т (И. В.). 

3, История вычисления т. После Архимеда Аполлоний Перг- 
ский, по свидетельству Евтокия Аскалонского 3), получил ешё 
более точное значение т. 

Затем идёт ряд индусских значений числа п. Самый ранний 
известный нам индусский математик АгуаБВайа (около 500 г. н. э.) 
дал значение 
__ 62 832 


__ 20000 


— 
вы 


— 3,1416. 


В комментарии 5144Вазепа @ап1 (около 550 г. н. э.) находим: 

«Диаметр равен ста тысячам уо]апа; умножив это на сто 
тысяч уо]апа, мы получаем квадрат; это ешё раз множится на 
десять и затем извлекается квадратный корень; этот корень и 
будет окружностью круга. Теперь при нахождении числа уо]апа 
в корне мы получаем последовательно три, один, шесть, два и 
семь» 4), т. е. 


= 10 —=3,1627. 


Вгаптарир(а (около 630 г. н. э.) брал для п значения п==3, 
х = 10. Несколько ранее его РиИза (по свидетельству Аль-Бируни) 


брал к. Тот же Брахмагупта утверждает, что Арья- 
бхага брал 
_ 9993 _ЗИ1ЖЭ) 
`` 1080 120х9'’ 
377 
что воспроизводит пто.1омеевское значение я — 120 


Недавно открытый Мапау!тгаслгуа (середина [Х в.) брал для к 
значения Зи 710. 


3) Тгор{Ке, СезсЬ1сШе аег Е!етепаг-Мапетаик.— Епг1- 
диез, Еетепи ФЕисПае е 1а сг1Иса ‘ап са е шодегла, кн. ХИ, 
примечания, стр. 154. 

4) В. РайЁа, Еагу Н1югу 01+ Ше риаесфр!е о! р!асе уаше. 
ЛеаНа, т. 90 (1931), стр. 1—12. 
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Накопец, последний индийский математик ВпПазКага 5) (род. в 


1114 г.) пользовался для п архимедовским значением 7, а также 
и более точным 

___ 3927 

$5 — 1250 . 


Значения, выставляемые средневековыми математиками,— 
:ипа архимедовских и поэтому неинтересны. 

Новая история вычисления к начинается только © Виэгы %), 
который, пользуясь формулами для периметров 4-, 8-, 16-угольни- 
ков и Т. д получает для п выражение в форме бесконечного 
произведения: 


Большой шаг вперёд в приёмах вычисления м с помо'ньыю 
вписанных и описанных многоугольников делается Снеллием 1) 
в 1621 г. и Грегори 8) в 1667 г. 

Первый даёт формулу 


К — Уз, З, 


где $, — площадь вписанного п-угольника, а $„ — описапного. 
Второй поясняет эту формулу ешё следующей: 


| __ | | + | 
52 2 З2п би 
Представления = Валлисом в форме бесконечного произ- 
ведения: 


6 6 


я 2 4 
и ‘5'7...) 


13 


4 
о 


5) р. Е. Зш1ЕВ, ТВе Сеотеу о? Ше Наив, 151$, т. [ (1913), 
стр. 197—204.— См. также Н. Т. Со1ефгоокКе, А!бебга “ИВ 
аг\Вте!с$ ап телзигаНол {тот 4Ве ЗапзКг!( 0 Вгантасир!а апа 
ВвазКага, [.оп4ол, 1817. 

6) У1ета, Орега, е4. Зспофиз, 1646. 

1) пе! 11из, Сусютейла, 1621. 

3) Чгевогу, Уега стсиН её пурегро!ае ацаЧга(ига. Ра4иа, 
1667. 
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и Брункером (Вгоипкег) в форме непрерывной дроби: 


имеют только теоретическое значение, например, при установ- 
лении Лежандром иррациональности т. 

Это ещё в большей мере следует сказать об очень медленно 
сходящемся ряде Лейбница 


п 


| 1 1 1 
ЧЕТ т 


Современные методы вычисления п получили начало от 
Машина (МазБ1п), который с помощью формулы 


агсо х-|- агсЁе у —= агсе ии 


к 
представляет в форме 


4 атс — агс о 559 


. п 
и даёт для т уже хорошо сходящееся разложение 


(| | | | 1 | 
т (5 ав) (9-е). 


Современные вычислители при определении п пользуются 
аналогичными приёмами. 

4. Квадратура круга. История знаменитой проблемы о ква- 
дратуре круга, т. е. построении квадрата, равновеликого кругу, 
обычно представляется как ряд тщетных попыток её решения, 
завершающихся сравнительно недавним доказательством транс- 
цендентности числа п, разрешающим эту проблему. Но сле- 
дует отметить, что те промежутки времени, в которые эта про- 
блема привлекала к себе внимание, были сравнительно короткими. 

В «Началах» Евклида классические проблемы на построение 
совсем не упомилаются. 

В истории квадратуры круга наблюдается неопределённость 
в самой постановке проблемы и не только в начале (когда не 
были ещё точно установлены дозволенные инструменты и основ- 
ные постулаты, которые, видимо, даются только «Началами» Ев- 
клида), но и позже. Тем не менее, следует думать, что в задаче 
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«найти квадрат, равновеликий данному кругу» смысл термина 
«найти» колебался около того, который определяет в качестве 
инструмента построения только циркуль и линейку, благодаря 
чему находимые в древности решения не всеми признавались 
таковыми и оставались под сомнением. | 

То, что в древности, и главным образом до Евклида, поста- 
новка проблемы о квадратуре круга являлась неопределённой, 
можно усмотреть хотя бы из того, что Аристотель 9) рассуждает 
о невозможности существования квадрата, равновеликого кругу, 
совершенно в духе своих метафизических рассуждений, совсем 
не рассматривая эту проблему так, как мы. 

Монтюкла 10) в своей истории квадратуры круга вынужден 
дать столь тёмное определение этой проблемы, что под него 
подойдёт какая-угодно проблема: «Квадрировать круг, — говорит 
он,— значит найти точно площадь, которую он занимает» («@наг- 
гег 1е сегс]е с’ез{ аз1епег Р@епаие рг6с1зе си’ гешегте»). 

К числу эпох, в которые много занимались квадратурой 
круга, принадлежит ХУТ век. Но если глубже проанализировать 
решения того времени, то станет ясно, что они все относятся 
к задаче приближённого решения, причём авторы не вполне со- 
знают, что ими решаются вовсе не те проблемы, над которыми 
ломали головы античные математики. 

Здесь не место для подробного изложения истории квадра- 
туры круга; по этому вопросу мы отсылаем читателя к специаль- 
ным работам, например к уже упоминавшейся нами книге Ф. Ру- 
дио П). Здесь же мы обратим внимание только на доказательство 
невозможности квадратуры круга у различных авторов. 

Всё это — заблуждения, но весьма интересные. Анализируя 
их, можно видеть, как различно понимались эти проблемы в раз- 
ные эпохи. 

В ХУ веке пробуждается некоторый интерес к математике, 
но учёные ещё не могут рассуждать математически; всякая 
математическая проблема является ещё схоластической. 

Альберт Саксонский 12) развивает мысли Орезма и Брадвар- 
дина по образцу других схоластических проблем: возможна ли 
квадратура круга? При этом проблема понимается отнюдь не 
в смысле возможности построения квадрата с помошью циркуля 
и линейки, а чисто онтологически, в смысле возможности 


3) Аристотель, Апа!уНса рг!ога. —Его же, Физика, 
, 2, пер. В.П. Карпова, М., 1936. — См. также М1сваца, Аг!- 
Зое её та ётаНаиез, Агсв1у Г. Сезсв1еН{е 4. РиПозорше, 16 
(1902), ст. 367. 

0) Моптис|[а, Н1з${юе 4ез гесВегспез зиг 1ез ЧиаЯга{игез, 
Раг1з, 1754, 1831.— См.. его же Н1зюше 4ез та ётаНаиез. 

1) См. также Веце!, П1е Оца@гаг 4ез Кте1зез (Ма. 
Рвуз. ВФПо!шек, Ва. 12, 1920). 

12) Сапфог, Уойезипреп ирег СезсЬ1св{е 4ег МаШетанк, 
Ва. П, стр. 144. 


15 Евклид, т. [П 
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существования квадрата, равновеликого кругу, причём существо- 
вание понимается не в евклидовом смысле, а в смысле бытия, 
независимого от всякого построения. 

Первый аргумент возможности таков: для каждого круга су- 
ществует описанный и вписанный квадрат — один с большей, 
другой с меньшей, чем круг, площадью. Если бы не было квад- 
рата, равновеликого кругу, то был бы переход от большего 
к меньшему через все промежуточные значения, но без того, 
чтобы достигалась некоторая средняя величина. 

Другой аргумент, который мы уже не будем развивать: квад- 
ратура круга возможна, потому что возможна кубатура; — на 
возможность же последней указывает опыт: переливание воды 
из сферического сосуда в кубический. 

Эти рассуждения не так нелепы и бесплодны, как кажется 
на первый взгляд. Всё это попытки овладеть континуумом, ко- 
торый только в конце ХУШ века приводит к окончательной 
арифметизации, к взаимно однозначному соответствию между 
геометрическими величинами и числами. Это — первые попытки 
овладеть взаимно однозначным соответствием между величинами 
различных классов. | 

Что касается аргументов против квадратуры, разрушаю- 
щих такое взаимно однозначное соответствие, то они обнару- 
живают не только низкие, но и совсем превратные знания мате- 
матиков средневековья. Так, например, фигуры с равными пло- 
шадями почему-то представляются обязательно имеющими равные 
периметры, что, конечно, не имеет места для квадрата в круге. 
Затем, если половина кругл равнялась бы половине квадрата, то 
фигура с прямолинейными углами равнялась бы фигуре без таких 
углов, что невозможно, потому что нельзя убедиться, видимо, 
в их равновеликости, и Т. д. 

Насколько неопределённой была постановка проблемы о квад- 
ратуре круга в ХУТ веке, особенно ясно видно из рассуждений 
Шгиффеля. 

Штиффель 13) пытается доказать чисто математически не- 
возможность квадратуры круга. Но в каком смысле? 

Он аргументирует певозможность квадратуры круга тем, 
чго #2 существует числа, выражающего отношение окружно- 
сти к диаметру, Вместо слова «построение» у него употребляется 
«пахожденис» и «указание». 

Ясно, что для Штиффеля конечный результат квадратуры 
чисто арифметический;, построения у него являются не целью, 
а скорее одним из средств, с помощью которых нолучается вы- 
ражение площади круга числом. Когда он говорит, что квадра- 
тура круга превосходит разум вычислителя из смертных людей, 
то задачу о квадратуре круга он мыслит .во всяком случае как 
вычислительную задачу. 


1) М. ЗЕ 11Те АгиптеНса пиерга, Нюрнберг, 1545. 


К КНИГЕ ХИ 257 


Он пытается убедить читателя, что не существует числа, вы- 
ражающего отношение окружности к диаметру, «выражаемого 
и невыражаемого», а так как под выражаемым разумеется здесь 
рациональное число, то, значит, Штиффель пытается доказать то, 
что много позже было доказано Лежандром. Невыражаемг 
число, тогда ещё не получившее всех прав гражданства, — это 
немое число, выражаемое в радикалах. 

5. Метод неделимых. Архимед, Кеплер, Кавальери. Кроме 
изложенного уже метода исчерпывания, которым Архимед поль- 
зовался, так сказать, при «парадном», окончательном изложении 
доказательств выводимых предложений, у него был ещё меха- 
нический метод, употребляв- В 
шийся им при «черновой» ра- 
боте предварительного получе- 
пия результатов, которые в 
дальнейшем доказывались уже 
совершенно строго при помощи 
метода исчерпывания. Изложе- 
ние механического метода Ар- 
химед дал в новонайденном 
«Эфодике», но по существу он 
уже пользовался им в «Квадра- 
туре параболы». Покажем идею 
этого метода на простеньком 
примере. 

Пусть требуется опреде- . 
лить площадь, заключённую ме- [ерт. 7. 
жду осыо абсцисс, дугой парабо- 
лы у — ал? и ординатой, соответствующей абсциссе ОЛ == { (черт.7). 

Представим себе равноплечий рычаг АОС длины 2/ с точкой 
опоры в 0; на одной из его половин расположим интересующую нас 
площадь ОАЛВ и разобьём” её на ряд весьма тонких полосок ши- 
рины Ах. Пусть КГ ‘будет одна из этих полосок, соответствую- 
щая абсциссе ОК — х; тогда ордината АГ будет алх?, и вся пло- 
щадь полоски 


\$ — ал2.Ах. 


Если мы сдвинем её на конец рычага 2, то момент этой по.ло- 
ски относительно точки О будет: 


[-ах?. Ах. 


Постараемся теперь уравновесить этот момент путём под- 
вешивания полоски ММ-:Ах к левой стороне рычага на таком же 
расстоянии ОМ = от точки опоры О. Величину соответствую- 
щей ординаты М \ определим, сравнивая моменты относительно О 
обеих полосок. Таким образом, будем иметь. 


х.ММ-Ах — {.ах?.Ах, 
огкуда 
ММ = ах. 


15" 
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Поступая так с каждой полоской, мы получим на левом плече 
рычага ряд полосок, непрерывно распределённых по длине СО. 
Так как ординаты полосок на левом плече рычага будут про- 
норциональны расстояниям х, то концы их расположатся на 
прямой линии ОМО; величина последней ординаты СДО будет ай. 

После того как распределение полосок по левому плечу ОС 
рычага будет закончено, мы получим, что вся интересующая 
нас площадь ОЛВ, сосредоточенная на конце А, будет уравно- 
вешена треугольником ОСБ, прикреплённым к стороне ОС. 
Площадь этого треугольника равна 


1 


р . а[2Г; 


2 
расстояние его центра тяжести от вершины О будет = ОС == 


2 
=. [ таким образом, сравнивая момент веса этого треуголь- 


ника с моментом относительно О веса сосредоточенной в А ис- 
комой площади $, будем иметь: 


р 
3 /* > 4/5 


откуда находим величину 5: 


1 
— 3 
$=5 ав. 


Но ордината АВ, соответствующая абсциссе ОА ==[ будет а; 
таким образом, 


5=3 ОА. АВ, 


т. е. искомая площадь равна одной трети площади прямоуголь- 
ника, построенного на абсциссе ОА и конечной ординате АВ. 
Сочинения Архимеда получили на Западе широкое распро- 
странение во второй половине ХУ] века (первое печатное изда- 
ние в Базеле”в 1544 г.) и сразу подчинили собе передовых мате- 
матиков того времени. Не будет большим преувеличением ска- 
зать, что Архимед был ведущим математиком конца ХУГ и пер- 
вой половины ХУП веков. Галилей, очень холодно относившийся 
к Аристотелю, не называет Архимеда иначе как «4111151 1и$ 
Агсп1те4ез», и первое его сочинение было посвящено определе- 
нию центра тяжести пирамиды — задаче, которая не была решена 
Архимедом. Кеплер под влиянием Архимеда писал свою «Стерео- 
метрию бочек», к которой присоединил своё «Зирр!етеп(ат 
З(егеотеш{ае Агсп!те4еае», и занимался (во второй книге «Наг- 
тоШсез Мип@1») исследованием тринадцати полуправильных ар- 
химедовых тел. Позднее продолжателем Архимеда был Гюйгенс, 
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тоже писавший о равновесии плавающих тел и об измерении 
круга. О менее крупных последователях Архимеда — Комман- 
дино, Мавролико, Гульдене и др.— достаточно лишь упомянуть. 

Посмотрим, как идеи Архимеда были восприняты Кеплером. 
В вышедшей в 1615 г. «Новой стереометрии винных бочек» №) 
он начинает с определения длины окружности и площади круга. 


Определение величины п — > он производит архимедовским ме- 


тодом, лишь несколько сокращая изложение, но во второй тео- 
реме, где речь идёт об определении площади круга, появляются 
уже новыз нотки. Мы читаем: 


[2 


- = 
— = 
— 


ВР ‚Я ЕС 


«Теорема П. /Глощадь круга по сравнению с квадратом 
диаметра имеет приблизительно отношение как Ш к 14. 

Архимед пользуется непрямым доказательством, приводящим 
к нелепости; о нём многие говорили многое. Мне кажется, что 
смысл его таков. Окружность круга ВС (черт. 8) имеет столько. 
же частей, сколько и точек, т. е. бесконечное множество; каждая 
из них может рассматриваться как основание некоторого равно- 
бедренного треугольника с боковыми сторонами АВ, так что 
в площади круга имеется бесконечное множество таких треуголь- 
ников, сходящихся вершинами в центре А. Растянем окружность 
ВО в прямую; пусть ВС будет равна длине окружности и АВ 
перпендикулярна к ВС. Тогда у всего бесконечного множества 
этих треугольников или секторов все воображаемые основания 
расположатся по порядку на одной прямой ВС. Пусть ВР будет 
одно из этих оснований, и СЕ — какое-нибудь другое, ему рав- 
ное; соединим с А точки Р, ЕЁ, С. Так как на прямой ВС будет 
столько же треугольников АВА, АЕС, сколько секторов в пло- 
шади круга, и основания ВР, ЕС равны друг другу, и у всех 
треугольников общая высота АВ, которая будет высотой и сек- 
торов, то, значит, треугольники ЕАС, ВАР будут равны и любой 


14) ]. Кер!егь Орега ошша, е4. СН. Ет1зсВ, т. ГУ, Франк- 
фурт, 1861, стр. 551—646 (есть русский перевод Г. Н. Свешни- 
кова, М.—Л., 1935). 
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из них будет равняться одному сектору круга; и они, имеющие 
основания на линии ВС, все взятые вместе, т. е. состоящий из 
них треугольник ВАС, будут равняться всем секторам круга, 
т. е. состоящей из всех этих секторов площади круга. Вот это- 
то и хочет установить архимедово приведение к нелепости. 

Итак, разделив ВС пополам в Н, построим параллелограмм 
АВНО, и пусть ОН пересечёт АС в /. Этот прямоугольный па- 
раллелограмм будет равен площади круга. Действительно, как 
вся СВ относится к своей половине СН, так и АВ, то-есть ОА, 
к половине /Н. Значит, Ш равняется Г), и НС равняется ДА, 
то-есть НВ и углы при / равны, а ОД и Н прямые. Значит, тре- 
угольник /СН, находящийся вне параллелограмма, будет равен 
треугольнику ГАД, на какой параллелограмм превосходит трапе-, 
цию А/НВ. 

Итак, если положим, что диаметр СВ равен 7 частям, то 
квадрат диаметра будет 49. А так как подобных частей будет 22 
в окружности, т. е. в ВС, то ев половина ВН будет иметь их 11 
(несколько меньше, как было сказано выше). Помножь 11 на 
| 


| 
5, Т.е на АВ; получится 38 — — площадь прямо- 


полудиаметр 3 5 
угольника АН. 
Значит, каких частей квадрат диаметра имеет 49, таких пло- 


шадь вписанного круга имеет 381. 
дважды 98 (ин (7 
Разделив на 7, получим 14 .......... 1 


Что и требовалось доказать». 

Интересно отметить, как отнеслись к доказательству Кеплера 
современники; так, состоявший в переписке с Кеплером Гульден 
(1577—1643) пишет (в «Ое сепшо огауМаИз», У1еппае, 1635}: 
«Архимедово доказательство хочет заключить то же самое, но 
не теми средствами, какими пользуется Кеплер; это новый спо- 
соб доказательства, хотя, сказать по правде, не совсем заслужи- 
вающий пренебрежения, но вместе с тем не архимедовский, не 
евклидовский». 

Современников Кеплера пугало исчезновение различия форм 
в таких математических атомах, когда треугольник оказы- 
вается совпадающим с сектором или — с нашей современной 
точки зрения — когда криволинейная трапеция абса (черт. 9) 
отождествляется с прямолинейной трапецией @56с@ или даже 
< внешним или внутренним прямоугольниками а6с} и афеа. 

Продолжателем дела (если и не идей) Кеплера является 
ученик Галилея Кавальери (1598—1647), которому и принадлежит 
установление термина «неделимое» в выпущенной им в 1635 г. 
‹аеотен1а 114115 ФШиат» 15), хотя сам Кавальери защищается 


— 


15) Есть русский перевод С. Я. Лурье (ГТТИ, 1940). 
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против обвинения в том, что он заимствовал свои основные идеи 
у Кеплера. Уже упомянутый выше Гульден в своей кние 
«Бе сепёто огауЙа{1$» писал: 

«Я просмотрел Геометрию Кавальери, известного геометра. 
В этих книгах я нашёл, что автор получил толчок от Кеплера 
и свой метод неделимых не столько изобрёл, сколько из тени 
вывел на свет обществу ... Эти кеплеровы сходящиеся в одну 
точку плоскости... показались Кавальери менее пригодными для 
дела; поэтому ои пользуется линиями и параллельными плоско- 
стями, которые являются неделимыми и в бесконечно большом 
количестве, и относительно их он заключает то, что требуется 
относительно конечных». 

На это Кавальери в книге «ЕхегсЦайопез Сеоте!1сае зех» 
{Вопоша, 1467) отвечает, что Гульден, повидимому, здесь обиа- 
ружил, что он не смог; как должно, прочи- 
тать книги вышеупомянутой Геометрии. р. С 
«Если бы он рассмотрел их с подобающим д 
вниманием, то он мог бы заметить, насколь- в 
ко различны основы обоих методов. Дей- 
ствительно, Кеплер из мельчайших телец 
каким-то образом составляет большие и 
пользуется этими тельцами как бы сходя- 
щимися в точку, тогда как я говорю только а 6 
то, что плоскости являются как бы собра- Черт. 9 
ниями всех линий, равпоотстоящих друг от "^ 
друга, а тела как бы собраниями всех пло- 
скостей, равным образом одинаково отстоящих друг от друга. 
А это, как всякий может видеть, сильно друг от друга отли- 
чается... У Кеплера я ничего не заимствовал, кроме немно- 
гих названий тел, о которых упоминается в этой геометрии» 
(И. В.). 

Кавальери является основоположником метода неделимых, как 
метода актуально бесконечно малых. Но вместе с тем он упо- 
требляет все усилия, чтобы отмежеваться от Кеплера, чтобы из- 
бежать этого актуально бесконечно малого. Однако все его уси- 
лия оказываются тшетными, Так как бесконечно малое остаётся 
у него в скрытой форме и при дальнейшем развитии должно 
выявиться как нечто существующее д0 нуля. 

Ещё средневековые математики Р. Бекон и Брадвардин отме- 
чают неразрешимые парадоксы, к которым приводит соста- 
вление линии из точек, поверхности из линий и тела из поверх- 
ностей. 

Кавальери не объявляет своё неделимое актуально бесконечно 
малым, и мысль его всё время колеблется между разложением 
линии на точки, плоскости на линии и тела на плоскости, — при- 
чём линии и плоскости берутся параллельными парам касатель- 
ных (регулам),— и покрытием площади и тела сетками, помеще- 
нием чего-то между параллельными прямыми и плоскостями. 
При первом взгляде выступает дискретный характер континуума, 


930 КОММЕНТАРИИ 


при втором — континуум остаётся чем-то сплошным, текучим. 
В иных случаях Кавальери выставляет оба подхода как две ги- 
потезы, выбор из которых остаётся нерешённым, и старается 
провести доказательство для каждой из этих гипотез. 

При таком взгляде, когда совокупность прямых или плоско- 
стей (Т. е. все прямые или все плоскости) нельзя отождествить 
с плошадью или объёмом, Кавальери вынужден говорить только 
0б отношении площадей и объёмов. 

Площадь покрывается сеткой параллельных прямых, а объ- 
&ём — сеткой плоскостей; отношение площадей равняется отноше- 
нию всех линий, а отношение объёмов — отношению всех пло- 
скостей. Отсюда понятно, почему свой принцип, о котором ниже 
мы будем говорить подробнее, Кавальери выражает иначе, 
чем мы: 

Если линии в двух плошадях или плоскости в двух 
пелах будут всегда в одном отношении, то в том же отно- 
шении будут в первом случае площади, во втором — обзёмы. 

Валлис 16) и другие математики ХУП и ХУШ веков опериру- 
ют уже явными неделимыми. Валлис, правда, несколько робко 
отмечает, что правильней называть элементы Кавальери не липи- 


В „| 
ями, а параллелограммами равной высоты, причём равной 5, 


иначе говоря, бесконечно малой, но потом выражает явное пред- 
почтение простой терминологии Кавальери. Валлис прибавляет, 
что это сводится к тому же, ибо если высота бесконечна мала, 
т. е. нуль (так как бесконечно малая величина уже не количество — 
поп дцап(ит), то такой параллелограмм едва ли что-либо другое, 
чем линия. Различие только то, что линия эта «расширяется» 
и через умножение даёт определённую фигуру. 

В отличие же от Кавальери Валлис оперирует не только 
отношением, но и равенством. Он, как Кеплер, мыслит конечные 
величины в виде сумм бесконечного числа актуально бесконеч- 
но малых элементов. Но эти элементы у него уже не отождест- 
вляются ни с Параллелограммом, ни с линиями (хотя получают 
и первое, и второе название). Это уже нечто иное. Разделяя 
треугольник на элементы прямыми, параллельными основанию, 
он заменяет их потом входящими и выходящими параллелограм- 
мами ауи Вуи замечает, что Ха, отличается от ХВ, на бесконеч- 
но малое, Т. е. — прибавляет он — на ничто (бесконечно малое 
исчезает перед конечным). 

Здесь усматривается уже определённое уклонение от основ- 
ного принципа слияния противоположностей в бесконечно 
малом, но вместе с тем новый путь, отходящий от этого прин- 
ципа, оказывается необоснованным, так как остаётся недоказан- 
ным, что >28; — Ха; действительно бесконечно мало. 


16) \\ а11151из3, АгИийтеНса шИпйогит (Орега, уо!. [, Охо- 
п1ае, 1647). 
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Вывод площади треугольника сводится к умножению высот 
таких входящих параллелограммов .й (где й — высота дан- 
ного треугольника) на сумму оснований: 


© —1а _ © 


2 
ое“ = а, 


следовательно, 


т. е. получаем известную формулу для площади треугольника. 
Мы видим, что метод неделимых в своих основных принци- 
пах совершенно отличается от античного метода исчерпывания. 
6. Ньютоново доказательство невозможности квадратуры 
круга. В ХУП веке задача*о квадратуре круга значительно из- 
менила свой характер. В связи с возникновением аналитической 
геометрии квадратуру круга стали рассматривать как получение 
такой алгебраической функции от диаметра или, в общем случае, 
сегмента, от его хорды, которая позволила бы вычислить площадь: 
круга или дугу окружности, а также и соответствующие ве- 
личины для сегмента. Но уже в ХУП веке математикам приш- 
лось убедиться, что даже в такой более широкой форме задача 
о квадратуре круга не может быть разрешена. В этом отноше- 
нии очень интересно доказательство Ньютона. В 6-м отделе 
[.книги «РИпс:р!а» доказывается следующая лемма 28: 

«Не существует овальной фигуры, плошадь которой, 
отсечённая произвэльно прямыми линиями, могла бы быть 
в общем случае найдена при помощи уравнений с конечным 
числом членов и конечной степени. 

Возьмём внутри овала какую-нибудь точку, вокруг которой, 
как центра, будет постоянно вращаться равномерным движением 
прямая линия, и пусть по этой прямой будет, исходя из Центра, 
двигаться точка всё время со скоростью, пропорциональной 
квадрату заключённой в овале части этой прямой. При этом 
движении рассматриваемая точка опишет спираль с бесконечным 
числом завитков. Теперь, если бы часть овальной площади, отсе- 
чённой этой прямой, могла быть определена при помощи конеч- 
ного уравнения, то то же самое уравнение позволило бы найти 
и расстояние от центра движущейся точки, которое пропорцио- 
нально этой площади, а следовательно, можно было бы опреде- 
лить конечным уравнением и все точки спирали; и вследствие 
этого для любого заданного положения прямой можно было бы 
при помощи конечного уравнения найти точки её пересечения 
со спиралью. Но всякая прямая, будучи бесконечно продолжена, 
пересекает спираль в бесконечном множестве точек, и уравне- 
ние, при помощи которого определяется какая-нибудь точка 
сечения двух линий, даст все точки их пересечения при помощи 
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такого же числа корней, а поэтому будет иметь степень, равную 
числу пересечений. Так как два круга пересекаются в двух 
точках, то одна точка пересечения может быть определена только 
при помощи уравнения двух измерений, которое определит 
также и другую точку пересечения. Так как у двух конических 
сечений могут быть четыре точки пересечения, то ни одна из 
них вообще не может быть найденной иначе, чем из уравнения 
четырёх измерений, которос одновременно определит и все 
остальные. Действительно, если бы мы отыскивали их пересе- 
чения в отдельности, то поскольку для всех их будет тот же 
самый закон и условия, в каждом случае будет тем же самым 
и вычисление, а значит, всегда один и тот же заключительный 
вывод, который должен охватывать сразу все точки пересе- 
чения и давать их, не делая различия между разными точками 
пересечения. Поэтому также и пересечения конических сечений 
ни кривых третьего порядка одновременно получаются из урав- 
нения шести измерений, так как всего этих точек может быть 
шесть, а пересечения двух кривых третьего порядка, поскольку 
их может быть девять, получаются все сразу из уравнений девя- 
того измерения. Если бы это не было необходимым, то все за- 
дачи третьей степени можно было бы приводить к плоским, а 
задачи степени высшей трёх — к задачам третьей степени. Здесь 
я говорю о кривых, выражающихся неприводимым уравнением, 
степень которого не может быть понижена. Действительно, если 
бы определяющее данную кривую уравнение могло быть све- 
денным к низшей степени, то кривая не была бы единой, но 
состояла бы из двух или большего числа кривых, пересечения 
которых в отдельности могут быть найдены различными вычисле- 
ниями. Тем же самым образом и парные точки пересечения 
прямых с коническими сечениями всегда получаются при помощи 
уравнений двух измерений, тройные точки пересечения прямых 
с неприводимыми кривыми третьего порядка — при помощи 
уравнений трёх измерений, четверные же сечения прямых 
с неприводимыми кривыми четвёртого порядка — при помощи 
уравнений четырёх измерений и т. д. до бесконечности. Значит, 
бесконечное множество точек пересечения прямой и спирали, 
когда эта кривая является простой и не разлагается на несколько 
кривых, требует и уравнений с бесконечно большим числом из- 
мерений и корней, при помощи которых могут быть одновре- 
менно найдены все точки пересечения Ведь у всех их будет 
один и тот же закон и одно и то же вычисление. Действительно, 
если мы на секущую прямую опустим из центра перпендикуляр 
и заставим его вращаться вокруг центра вместе с секущей, то 
точки пересечения спирали будут переходить друг в друга, и та, 
которая была первой или самой ближней, после одного поворота 
сделается второй, после двух же — третьей и т. д., и уравнение 
будет одновременно меняться только вследствие изменения ве- 
личины тех количеств, которыми определяется положение секу- 
щей. Поэтому, так как эти количества после отдельных обра- 


К КНИГЕ ХИ 235 


щений возвращаются к первоначальным величинам, то и уравие- 
ние вернётся к первоначальной форме, а вследствие этого одне 
и то же уравнение даст все точки пересечения, и значит, будет 
иметь бесконечное множество корней, которыми могут быть 
определены все эти точки. Следовательно, пересечение прямой и 
спирали не может быть в общем случае определено при помощи 
конечного уравнения, а поэтому не может существовать никакой 
овальной кривой, площадь которой, отсечённая заранее задан- 
иными прямыми, могла бы быть вообще выражена при помощи 
такого же уравнения. 

При помощи того же самого рассуждения, если расстояние 
между центром и описывающей спираль точкой взять пропор- 
циональным периметру отсечённой части овала, можно будет 
доказать, что длина периметра не может 
быть вообще выражена при помощи конеч- а 
ного уравнения. В данном случае я говорю МИ. 
об овалах, которые не имеют общих каса- 
тельных с уходящими в бесконечность с 


пряжёнными кривыми». Д С 
Французские комментаторы ТН. 1е Зе 

и Ег. Лаащег М) отмечают, что этими сло- В 

вами Ньютон исключает случай вроде изо- Ь 

бражённого на черт. 10, где овал АВСО Черт. 10. 


касается в С сопряжённой кривой, ветви 

СЬ и Са которой уходят в бесконечность. 

Для бесконечной части спирали рассуждения Ньютона стали бы 
неприложимыми, так как они потребовали бы, чтобы пропор- 
циональная квадрату радиуса или длине дуги скорость обраща- 
лась иногда в бескопечность. Из этого Ньютон делает следую- 
щий вывод: 

«Следствие. Отсюда площадь эллипса, описываемого ра- 
диусом, соединяющим фокус с движущейся точкой, не можег 
быть дана в зависимости от времени конечным уравнением, а 
вследствие этого и не может быть определена при помощи по- 
строения геометрически рациональных кривых. Геометрически же 
рациональными кривыми я называю такие, все точки которых 
могут быть определены при помощи длин, определённых урав- 
нениями, то-есть при помощи комбинации отношений длин; 
остальное же (как, например, спирали, квадратриссы, трохоиды) 
я называю геометрически иррациональными. Ибо (как говорится 
в десятой книге «Начал») длины, которые относятся или нет, как 
число к числу, будут арифметически рациональными или ирра- 
циональными. Таким образом, пропорциональную времени пло- 
щадь эллипса я засекаю при помощи геометрически иррацио- 
нальной кривой, как следует ииже» (И. В.). 


и") «РиПозорШае пана! ришпс1р1а та ета са аи!оге {[5. 
Ме\м/{(юпо», Селеуае, 1739, т. 1, стр. 268. 
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7. Из истории теории пределов 18). В настоящее время вместо 
античного метода исчерпывания мы пользуемся методом пре- 
делов. 
Понимание предела у Лейбница было связано с идеями ме- 
тафизического характера 19). Основной принцип теории пределов — 
то, что остаётся неизменным при всём изменении перемен- 
ных х, у, #, . остаётся верным и в пределе, — у него высту- 
пает как метафизическое положение’ если данное известным 
образом упорядоченэ, то тот же порядок будет и в искомом. 

Это положение выводится им из чисто метафизического 
принципа непрерывности: природа не делает скачков, в силу 
которого всегда между двумя объектами А и В существует ещё 
объект С, промежуточный по своим свойствам. 

Отсюда выводится непрерывность всякого изменения, т. е. 
необходимость прохождения при каждом изменении объекта не- 
прерывной совокупности форм, из которых смежные формы 
не различны между собой. 

Если изменение Х должно закончиться формой А, то между 
Х и А будет бесконечное множество промежуточных форм. Если 
при изменении Х какое-либо его свойство остаётся неизменным, 
то оно найдётся и в 4, ибо в противном случае в последний мо- 
мент неизбежен скачок. Поэтому принцип непрерывности с этим 
необходимым его следствием Лейбниц принимает за принцип 06- 
щего порядка, замечая, что он необходим и в геометрии и вфи- 
зике. Из геометрии же Лейбниц заимствует и пример, поясняю- 
щий этот общий принцип: парабола — это искомое (по нашему — 
предел); если эллипс с бесконечно возрастающей осью есть дан- 
ное, то и тб, что присуще эллипсу — например, основные свой- 
ства фокуса и директрисы — остаётся и для параболы. 

Эти лейбницианские идеи подвергаются у Ньютона 20) мате- 
матизации. Основная лемма его «метода первых и последних 
отношений» состоит в следующем: 

«Величины и отношения величин, которые стремятся в дан- 
ное время к равенству и с течением времени могут приблизиться 
друг к другу ближе, чем на какую-угодно данную величину, ста- 
новятся, наконец, равными». 

Доказывается же эта лемма от противного. Если отвергнуть 
её, то разность рассматриваемых величин равна /) 2 0. Поэтому 
они не могут сблизиться более чем на 0), что противно условию. 


18) Д.Д. Мордухай-Болтовской, Генезис и история 
теории пределов [Известия Северо-Кавказского Гос. Универси- 
тета, 1928, т. Ш (ХУ). 

19) [1 е1 61112, Мате. ЗсвиШеп, [.е1р215, 1850—1863. —Вгип- 
сп \1с9, [е3 @арез 4е Ша рЬШозорМе шашеётаНдие, Раг!5, 
1912. 

20) |. Мемтоп, РНЦозорае паига!$ рг1ис1рйа та тетаНса 
(есть русский перевод А. Н. Крылова), книга Т, отдел 1. 
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Если вдуматься в рассуждения Лейбница и Ньютона, то вы- 
явится большая разница между их пониманием предела и нашим, 
идущим от Д’Аламбера 71). 

Д’Аламбер определяет предел следующим образом: 

«Говорят, что одна величина является пределом другой ве- 
личины, если эта втэрая может стать к первой ближе, чем 
на любую данную величину, как бы она мала ни была, причём, 
однако, приближающаяся величина не может превзойти ту, к 
которой она приближается, и причём разность этой величины и 
её предела абсолютно не указуема». 

Это определение, конечно, не вполне совпадает с современ- 
ИЫМ. 

Во-первых, оно вовсе не требуех, чтобы предел был погто- 
янной величиной. 

Если мы имеем две переменные величины Х и У, и Х «до- 
гоняет» У, никогда её не достигая, то согласно определению 
Д’Аламбера У будет пределом для Х. 

Во-вторых, речь идёт только о переменном Х, остающемся 
меньше своего предела А (хотя такое же определение тотчас 
устанавливается и для случая, когда Х больше А) и, таким обра- 
зом, это определение вовсе не обнимает случая предела непре- 
рывной дроби, последовательные приближения которой бывают 
то меньше, то больше своего предела. 

Чтобы понять сделанное Д’Аламбером добавление: «...чтобы 
разность этой величины и предела была бы абсолютно не ука- 
зуема», предположим, что переменная принимает значения: 


Хь, Хь Х»ь Х», Хъ Хз, -.., 


где разность (4 — Х») с возрастанием п бесконечно убывает, но 
к А—Х „) то же не относится. Тогда А уже не будет преде- 
лом Хц. 


На современном языке условие «вторая может прибли- 
зиться к первой ближе, чем на любую заданную величину, как бы 
мала она ни была» выразится так: сколь бы мала ни была по- 
ложительная величина в, можно найти у такое, что при пу 
будет 

|А— Хи |< :. 


Различие значений переменного и предела резко подчёр- 
кивается Д’Аламбером. «Предел‚,— говорит Д’Аламбер,— никогда 
не совпадает или не становится равным величине, для которой 
он является пределом», но она приближается к нему всё более 
и более и может различаться от него как угодно мало. 

Д’Аламбер не мог написать 11113 =3. 


21) Р’А |ешьрегь [1тИе, статья в знаменитой «Энциклопе- 
дии», т. П. 
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Кроме того, понятие предела у Д’Аламбера ещё не арифме- 
тизировано. 

Примеры, приводимые Д’Аламбером, указывают, что у него 
речь идёт не только о величине, но и о форме (как у Л. Бер- 
трана 2?)): 

«Круг, например, есть предел вписанных и описанных мно- 
гоугольников, так как он никогда точно с ними не совпадает, 
но может бесконечно сблизиться». 

Наш академик С. Гурьев заменяет даламберовское определе- 
пие следующим: 

«Если какая-нибудь величина от какого ни есть известного 
без конца продолжаться могущего действия всегда возрастает 
или убывает и от того к другой непременной (постоянной) ве- 
личине приближается, так что может разниться с нею меньше, 
нежели всякая по произволению данная или взятая того же роду 
величина, и со всем тем её никогда не достигает; то сия другая 
непременная величина есть то, что пределом первой (возрастаю- 
щей или убывающей величины) мы называем» 23). 

Гурьев, как мы видим, подчёркивает, что предел есть обя- 
зательно постоянная. 

Д’Аламбер и за ним более тщательно Де ля Шапель 24) ос- 
повывают теорию пределов на двух положениях: 

1) если две величины суть пределы одной и той же, то эти 
величины равны; 

2) пусть А.В произведение двух величин Аи В. Если С есть 
предел А и р — предел В, то произведение пределов С и Десть 
необходимо предел А.В. 

Первая лемма, играющая ту же роль, что лемма Ньютона, 
у последующих авторов (и в наших учебниках) заменяется такой: 
если две переменные величины при своём изменгнии остаются 
равными, то равны и их пределы. , 

Предложение (являющееся в современном элементарном из- 
ложении теории пределов второй леммой) о том, что если всегда 


Хх т НХ т 
— — то ——, родится позже, в теории пределов 


у п’ иНтуУ п’ й 

Люилье 25), которая оперирует только с пределами отношений. 
Впервые элементарная теория пределов, хотя и не совсем 

в современном виде, вносится в учебник геометрии Лакруа. 
Отметим, что изложение Гурьева отличается от изложения 

Д’Аламбера. 


2?) Вег!гапа, ОвуеПоретелё понуеаи 4е 1а рагИе 6!6теп- 
{ге аез МаШетаНаиез, 1778. 

23) С. Е. Гурьев, Опыт об усовершении елементов геомет- 
рии, СПЬ, 1798. 

23) Ре |а СБаре!1е, зНопз ае обошёнле, Раг!з, 1762. 

25) |’Ни!1]1ег, Ризср1огиш сасиЙ ЯШегепиаИ$ её и\{е- 
огаИз ехро${ Но еетеп(аг1з, 1786. 
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Из своего определения предела, как постоянного, Гурьев вы- 
водит следующее зеключение: 

Если имеются два переменных Х и У, возрастающие или 
убывающие так, что Х< А<У, и разность между Хи У может 
быть сделана меньше всякой данной величины, то А есть предел 
Х и предел У. Если же это имеет место и для В, Х< ВХ Г, 10 
отсюда выводится (на основании однозначности предела, посту- 
лируемого первой леммой Д’Аламбера), что А=В. 

Легко видеть, какое применение находит лемма Гурьева в 
выводе теоремы Архимеда о равновеликости круга и треугол.- 
ника, высота которого равна радиусу, а основание — окружносли. 

8. Арифметизация метода исчерпывания. Поскольку учеб- 
ник Лежандра «Е16 тепёз 4е оботён1е» послужил образцом для 
очень большого количества геометрических учебников ХХ века 
(в том числе и для нашего учебника Киселева), то представляет 
интерес познакомиться со способом изложения у Лежандра оп- 
ределения площади круга. ° 

Лежандр в своём изложении совсем не пользуется методом 
пределов, уже вошедшим в науку того времени. Он идёт по пути 
античного метода исчерпывания, но существует глубокое разли- 
чие между Лежандром, с одной стороны, и Евклидом и Архиме- 
дом, с другой. Лежандр арифметизирует геометрию: каждая 
геометрическая величина у него — будь то длина, площадь или 
объём — определяется некоторым рациональным или иррациэ- 
нальным числом и, обратно, каждое число может быть представ- 
лено в виде любой геометрической величины. 

Определению длины окружности посвящена четвёртая книга 
его геометрии 26). Разобрав в первых восьми предложениях свой- 
ства правильных многоугольников, он устанавливает две 
леммы: 

«Всякая кривая линия или многоугольник, которые обнимают 
с одного конца до другого выпуклую линию А4МВ, будут больше 
обнимаемой линии АМВ (предложение 9)». 

«Если даны две концентрические окружности, то вбольшую 
всегда можно вписать правильный многоугольник, стороны ко- 
торого не встречаются с меньшей окружностью, а также около 
меньшей окружности можно описать правильный многоугольник, 
стороны которого не встречаются с большей; таким образом, в 
обоих случаях стороны построенного многоугольника будут за- 
ключаться между обеими окружностями (предложение 10)». 

После этого в предложениях 11 и 12 излагается интересую- 
щая нас теория. 


«Предложение 11. 
Теорема. Окружности кругов будут относиться между 
собой, как радиусы, а их площади, как квадраты радиугоз. 


26) Мы пользовались 11-м изданием «Еётепз 4е оботёче», 
Раг1з, Пао, 1817. 
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Обозначим для сокращения через «окр. СА» окружность, 
имеющую радиусом СА; я утверждаю, что будет: 


окр. СА:окр. ОВ =СА:ОВ. 


Действительно, если эта пропорция не имеет места, то СА 
будет к ОВ, как окр.СА к четвёртому члену, который будет 
больше или меньше окр. ОВ; предположим сначала, что он бу- 
дет меньше, и пусть, если возможно, имеет место пропорция 


СА:ОВ = окр. СА:окр. Ор. 


_ В окружность с радиусом ОВ впишем правильный много- 
угольник ЕРОКТЕ так, чтобы его стороны не встречали окруж- 
ности с радиусом ОР; подобный же многоугольник ММР$ТМ 
впишем в окружность с радиусом СА (черт. 11). 


В 


Г —Р 


р 
Черт. 11 


Теперь вследствие подобия этих многоугольников их, пери- 
метры МИМР$М, ЕРСКЕ будут относиться между собой, как ра- 
диусы СА, ОВ описанных кругов, и мы получаем: 


ММР$М: ЕРСКЕ = СА:ОВ; 
но, согласно предположению, 
СА:ОВ —= окр.СА:окр.Ор; 


ММР$УМ:ЕЕСКЕ == окр. СА:окр. ОР. 


Но эта пропорция невозможна, ибо контур ММР$М меньше 
окр. СА и, наоборот, ЕРСКЕ больше, чем окр.Ор; значит, не- 
возможно, чтобы СА была к ОВ, как окр.СА к окружности, 
меньшей окр. ОВ, или вообще невозможно, чтобы радиус был к 
радиусу, как окружность, описанная первым радиусом, к окруж- 
ности, меньшей, чем та, которая описана вторым радиусом. 
Отсюда я заключаю, что не может быть также, чтобы СА 
была к ОВ, как окр.СА к окружности, большей, чем окр. ОВ; 


зпачит, 
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ибо, если бы это было так, то мы получили бы, обратив отно- 
шения, что ОВ будет к СА. как окружность, ббльшая окр. ОВ к 
окр. СА, или, что то же, как окр.ОВ к окружности, менышей 
окр. СА; значит, радиус был бы к радиусу, как окружность, опи- 
санная первым радиусом к окружности, меньшей, чем окруж- 
ность, описанная вторым радиусом, что по только что доказан- 
ному невозможно. 
Поскольку четвёртый член пропорции 


СА:ОВ —=окр.СА:Х 


не может быть ни меньше, ни больше окр. ОВ, то нужно, чтобы 
он был равен окр. ОВ; итак, окружности кругов будут относиться 
между собою, как радиусы. 

Совершенно подобные рассуждения и построения позволяют 
доказать, что площади кругов будут относиться, как квадраты их 
радиусов». 


«Предложение 12 


Теорема. //лощадь круга равна произведению его окруж- 
ности на половину радиуса. 

Обозначим через пл.СА площадь круга с радиусом СА; я 
утверждаю, что будет 


пя. СА = > САХ окр. СА. 


Действительно, если 5 САХ окр. СА не будет площадью кру- 


га с радиусом СА, то это количество будет мерой большего или 
меньшего круга. Предположим сна- 
чала, что оно будет мерой большего 
круга, и пусть, если возможно, 


=. САХ окр. СА = пл. СВ. 


Около круга радиуса СА опишем 
правильный многоугольник ДЕРС, 
стороны которого не встречали бы 
окружности с радиусом СВ (черт. 12); 
площадь этого многоугольника будет 
равна его контуру ОЕ-- ЕЕ-- Ра-- 


и т. д, умноженному на 5 АС; но 


Черт. 12. 


контур многоугольника больше вписанной окружности, поскольку 

он её обнимает со всех сторон; значит, площадь многоугольника 
1 

РЕЕС... будет больше, чем > АС Ж окр. АС, что по предположе- 

нию является мерой круга с радиусом СВ; значит, многоуголь- 


16 Евклид, т. Ш 
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ник оказался бы более круга. Но он, наоборот, меньше, поскольку 
оп в нём содержится; значит, невозможно, чтобы = САХ окр.СА 


было бы больше, чем пл. СА, или, ипыми словами, невозможно, 
чтобы окружность круга, умноженная па половину своего ради- 
уса, была бы мерой большего круга. 

Во-вторых, я утверждаю, что то эке самое произведение не 
может быть мерой меньшего круга; и чтобы не менять фигуры, 
я предположу, что дело идёт о круге с радиусом СВ; нужно, 


следовательно, доказать, что 5 СВХ окр. СВ не может быть 


мерой меньшего круга, например, круга с радиусом СА. Дейст- 
вительно, пусть будет, если возможно, 


5. СВХ окр. СВ = пл. СА. 


Если мы сделаем то же самое построение, что и выше, то 
площадь многоугольника ДЕРС... будет иметь мерой (ОЕ--ЕР-- 


1 
- Ра ит. д) Х = СА; но контур ДЕ-РЕР- Ра и т. д. 
меньше окр. СВ, обнимающей его со всех сторон; значит, пло- 


] 
щадь многоугольника будет меньше > СА Хх окр. СВ и тем 6о0- 


| 
лее меньше, чем 5 СВ Ж окр. СВ. Эта последняя величипа бу- 


дет согласно предложению мерой круга радиуса СА; значит, 
мпогоугольник будет меньше, чем вписанный круг, что нелепо; 
значит, невозможно, чтобы окружность круга, умноженная на 
половину своего радиуса, была мерой меньшего круга. 

Итак, наконец, окружность круга, умноженная на половину 
своего радиуса, будет мерой этого самого круга». 

9. Схема интегрального исчисления. Рассуждения как Кеп- 
лера, так и Кавальери мы в настоящее время перерабатываем, 
заменяя актуальное бесконечно малое потенциальным. Прежде 
всего устанавливается понятие эквивалента. Две бесконечно 
малых а и В называются эквивалентными, если отличаются на 
бесконечно малую высшего порядка, т. е. если В = «-|- 1, где е 


есть бесконечно малая з, так что 
В — а ав = а (1 -- $). 


Отсюда следует, что эквивалентные бесконечно малые мож- 
но определять, как Такие, предел отношения которых равен 


единице, т. е. Ит Ра Если чи В эквивалентны, то мы будем 


писать В ==4. 
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Важное значение в исчислении бесконечно малых имеет 
основная лемма интегрального исчисления: не изменяя предела 
суммы, можно (при известных условиях) заменять бесконечно 
малые элементы их эквивалентами: 


если В; ==а; то Ит У В; = Ит У 9}. 


Доказательство этой леммы вмеется в любом Введении 
в Анализ. Она ещё не даёт интегральн2го исчисл?ния,— не пред- 
полагает его техники —но фиксирует его оснэвную идею. 

Основная же идея исчисления бетконечно малых состоит 
В ТОМ, что для определения какой-либо величины А она: 

1) разбивается на бесконечно малые элементы а; так, что 


А=ит У, а; знак Ит ставится здесь, чтобы показать, что эле- 
менты не зафиксированы. Мы здесь имеем переход от одной 


системы бесконечно малых а1, 9», аз, ..., 9, ... К другим 
1 1 1 1 
2 2 2 2 
4, «0, «°,..., ®,..., 


так, что число бесконечно малых возрастает, а наибольшая из 
них убывает; затем подыскивзаются ка; эквиваленты В. 

Этот метод отвечает дифференциальному исчислению. Имен- 
но дифференциалы являются наиболее подходящими эквивален- 
тами. Мы знаем, что дифференциал функции — эквивалент её 
приращения. 


2) Суммируется не сумма Уч, а сумма эквивалентов УВ» 


г. е. берется Ит У В;. Этот второй момент отвечает интеграль- 


ному исчислению. 

Чтобы найти длину дуги, мы делим её на части и заменяем 
их хордами и затем ищем предел суммы длин этих хорд. 

Под эту схему подводится и исправленное рассуждение 
Кеплера. Круг делится на секторы; берутся их эквиваленты 
(что, конечно, следует доказать) — треугольники с основаниями, 
равными дугам, и с высотой, равной радиусу, и откладываются 
так, как это указывается в рассуждении Кеплера. 

Обычный вывод площади круга тоже укладывается в эту схе- 
му. Здесь эквивалентом сектора является вписанный в него 
треугольник. 

10. Другая форма доказательства четвёртого предложе- 
ния. В «Приложении» к гейберговскому изданию Евклида нахо- 
дится следующий вариант доказательства четвёртого предложения 
со слов «Как же упомянутые призмы друг к другу ...» и до 
самого конца доказательства. 

«И поскольку в пирамиде АВСН две призмы равны друг 
другу, а также и в пирамиде ДЕ!С две призмы равны друг дру- 


16+ 
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гу, то, значит, будет, что как призма, основание которой парал- 
лелограмм ВКЕХ, противоположное же — прямая МО, к призме, 
основание которой треугольник [ХС, противоположное же ОММ, 
так и призма, основание которой РЕКЕ, противоположное же 
«прямая» 5Т к призме, основание которой треугольник ЮАЬ 
противоположное же $ТИ. «Присоединяя», значит, будет, что 
как призмы КВХГМО, ГХСММО к призме ЕХСММО, так и 
призмы РЕРЮ$Т, ЮЕЗТИ к призме ЮР/5ТО. «Перестановкой», 
значит, будет, что как призмы АВХЕМО, ЕХСММО к РЕЕРЗТ, 
РЕЗТО, так и призма ЕХСММО к призме ЮЕ$ТО. Как же 
призма ГАХСММО к призме КЫЗТО, так по доказанному и 
основание [ХС к ЮАГ и основание АВС к основанию ДЕТ, 
И значит, как треугольник АВС к треугольнику ДЕТ, так и две 
призмы в пирамиде АВСН к двум призмам в пирамиде ЛЕТА. 
Точно так же, если мы и оставшиеся пирамиды ММОН, $ТОа 
разделим тем же самым образом, то будет, что как основа- 
ние ММО к основанию $ТО, так и две призмы в пирамиде ММОН 
к двум призмам в пирамиде 5ТОСЦ. Но как основание ММО 
к основанию $ТИ, так и основание АВС к основанию ДЕ. 
И значит, как основание АВС к основанию ДЁГ, так и две призмы 
в пирамиде АВСН к двум призмам в пирамиде ОЕГО, и две 
призмы в ММ№ОН к двум призмам в пирамиде $ТОС, и, <нако- 
нец», все четыре ко всем четырём. То же самое мы докажем 
и относительно тех призм, которые получатся от деления пира- 
мид АКГО и ОРК$, и вообще всех <взятых» в равном коли- 
честве <призм»; что и требовалось доказать». 

11. Исторические сведения о вычислении объёма пирами- 
ды. Интересно, что формулы для определения объёма усечённой 
пирамиды были даны раньше, чем для определения объёма пол- 
ной пирамиды. 

Самое раннее свидетельство об этом мы имеем в знаменитой 
14-й задаче Московского папируса (начало второго тысячелетия 
до н. 9.), которая читается так (черт. 13): 

«Глава *) действия с „усечённой пирамидой“ **). 

Как скажут тебе: „усечённая пирамида“ в 6 в „площади“ 
($11) по 4 в нижней, по 2 в верхней; 

Действуй ты: сделай 4 эти в „восхождении“ ***); получается 
теперь 16. 

Действуй ты: удвой 4; получается теперь 8. 

Действуй ты: сделай 2 эти В „восхождении“; получается 
теперь 4. 

Действуй ты: сложи ты эти 16 вместе с этими 8, вместе 
с этими 4; получается теперь 28. 


*) {р иногда переводится как «пример, образец». 
**) В подлиннике здесь и ниже обозначена значком С»: 


*#*) В подлиннике знак идущих ног —4А; по смыслу — «возве- 
ди в квадрат». 
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о в В 1 
Действуй ты: сделай ты 5 от 6; получается теперь 2. 


Действуй ты: делай ты 28 раза 2; получается теперь 56. 
Смотри: она в 56. 


Нашёл ты хорошо» *). 
Вычисление в точности следует формуле 


У== @-Р ав - 5?) 


где й — высота ($1) усечённой пирамиды, @ и В — стороны 
верхнего и нижнего оснований. 


Черт. 18. 


Чтобы понять, каким образом египтяне пришли к этой фор- 
муле, а также выяснить, понимали ли они её общность, надо 
несколько заняться терминологией задачи. 

Прежде всего в высшей степени вероятно, что мы имеем 
дело с усечённой пирамидой, две боковые грани которой отвес- 
ны, а верхнее и нижнее основания представляют квадраты со 
сторонами соответственно 2 и 4. Мы получили бы эгу фигуру, 
если бы правильную квадратную усечённую пирамиду разрезали 
на четыре равные части плоскостями, перпендикулярными к 0с- 
нованиям и параллельными их сторонам. Кроме этого, в задании 
имеется ещё одна величина, равная 6 и обозначенная термином 
Им. В 6-Й задаче Московского папируса (сокращённо М 6) 
термином $ или $Ну, вне всякого сомнения, обозначалась пло- 
щадь прямоугольника; в М 18, где речь идет о вычислении ко- 
личества Ткани для платья, мы встречаем в точности тот же тер- 
мин $11, первая часть которого ($1) обозначается детермина- 


*) Отметка учителя. 
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тивом шкуры, пронзённой стрелой; по всей вероятности (текст 
задачи сильно испорчен) и здесь нужно понимать $1 как пло- 
щадь. Затем, соответствующее $1\ число 6 поставлено внутри 
трапеции на чертеже, а это по египетской математической ор- 
фогра® г! обозначает, что мы имеем дело не с длиной, но с пло- 

шадью или объёмом, содержащимися внутри 


2 изображаемого контура. 
Будем считать $Е/\ —=6 площадью вер- 
2 6 4 тикальных граней пирамиды; тогда нетрудно 
С Я видеть, что если верхнее и нижнее основания 


получившейся трапеции равны 2и 4, то высота 

Черт. 14. должна быть равна 2. Трапеция будет иметь 
вид, как на черт. 14, причём острый угол при 

нижнем основании будет равен 45°. Соответствующая усечён- 
ная пирамида обладает тем свойством, что объём её можно опре- 
делить совершенно элементарно: достаточно будет взять три 


Черт. 15. 


таких пирамиды и сложить их вместе, как показано слева на 
черт. 15. На правом же чертеже здесь показано, как получив- 
шаяся фигура разбивается на три призмы с объёмами: 


И =42ЖЬ, У, =2Ж4ЖА ИУ=ЖХА. 


Таким образом, объём рассматриваемой усечённой пирамиды по- 
лучается по формуле 


ИЗ (22-429, 


где й обозначает высоту пирамиды, которая в данном случае 
будет равна 2. Стоящую в скобках сумму египтянин действи- 
тельно определил на чертеже внизу: она равна 28. Таким обра- 
зом, искомый объём будет: 

__ 2.28 _ 06 


И= 8—5. 


Если бы 96 делилась на три, то египтянин исполнил бы это де- 
ление, и тогда никаких вопросов больше и не возникло бы. Но, 


К КНИГЕ ХПИ 247 


к сожалению, 055 па 3 не делится, а древние математики, веро- 
ятно, так же не любили дробных ответов, как и современные 
авторы задачииков по арифметике. Тогда невольно напражми- 
вается предположение, что автор задачи при формулировке её 
условий предпочёл увеличить втрое высоту заданной пирамиды, 
справедливо предполагая, хотя и не умея этого доказать, что от 
этого объём пирамиды должен тоже утроиться. Таким образом, 
высота заданной пирамиды сделалась равной $11\ — боковой 
грани исходной пирамиды с двугранным углом при основании, 
равным 455. 

Конечно, нельзя ручаться, что данное объяснение вполие 
соответствует действительности, по во всяком случае сама воз- 
можность такого объяснения показывает, что мы не должны при- 
нимать за абсолютно достоверный факт, что египтяне знали об- 
щую формулу объёма усечённой пирамиды, не говоря уже 
О ТОМ, ЧТО ОНИ умели её доказывать. 

Несколько моложе егйпетских вавилонские математические 
тексты, которые можно отнести приблизительно к середине вто- 
рого тысячелетия. В пих так же, как и в египетских, совершенио 
нет примеров на вычисление объёма полной пирамиды, но зато 
объём усечённой пирамиды вычисляется не один раз, причём 
последняя рассматривается как своего рода частный случай приз- 
мы. В этом отношении характерен текст № 4708 библиотеки 
Иэльского университета 27). Из 60 задач этого текста первые 52 
касаются объёмов прямоугольных параллелепипедов, а послед- 
ние 8 — усечённых пирамид с квадратными основаниямн; таким 
образом, усечённые пирамиды рассматриваются как видоизмене- 
ние соответствующего параллелепипеда, и объёмы их вычи- 
сляются по такой же формуле; только вместо площади основания 
берётся средняя арифметическая из площадей обоих оснований. 

Однако в одном случае вавилонский математик дал совер- 
шенно точную формулу для определения объёма усечённой пи- 
рамиды В тексте № 85194 Британского музея (Менберацег, [, 
142—193) 28-я задача читается следующим образом: 

«Ров. По 10 голова, 18 высота, на 1 локоть | уклона. Осно- 
вание и „земляные массы“ (об5ём) что?» 

Дело идёт о яме в виде квадратной усечённой пирамиды, 
наклон боковых граней которой равен 45° (на | локоть 1 укло- 
на). Правильно определив сторону нижнего основания в 7, вави- 
лонянин переходит к определению объёма: 

«Снова основание и голову 10 сложи: 17 видишь. 

5 от 17 отломай: 8; 30 видишь. 


Возведи в квадрат: |, 12: 15 видишь. 
1, 12; 15 положи. 


27) Меирерацег, Ма{НетаИзсне КейзептННехие, т. Т, Вег- 
Пи, 1937, стр. 389—402. 
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2-ю часть от 3 — разности, чем голова над основанием воз- 
вышается, возведи в квадрат. . .» 

Дальше в уничтоженном листе с этим квадратом произво- 
дилась какая-то операция; какая именно — нетрудно угадать, так 
как мы знаем её результат 0;45 
(три четверти). 


'10— 7\2 
(7 “ х— 9. х-= 0:45. 


1 
Нетрудно видеть, что =. 
«0;45 к 1,12; 15 прибавь’ 1,13 
ВИДИШЬ. 
18 на 1,13 помножь: 2230 
видишь». 
Таким образом, объём вычи- 
слен по формуле: 


в (75) + 


что соответствует 
а16\2, |1 /а—6\* 
ее 
Черт. 16. 2 т 3 2 


Впервые совершенно правильную реконструкцию вывода 
этой формулы дал советский историк С. Я. Лурье 28). 

По середине боковых рёбер пирамиды делаем четыре вер- 
тикальных надреза (черт. 16), которые отделят по углам четыре 


пирамиды с высотой 5 И © квадратными основаниями со сторо- 


‚ а по бокам четыре треугольные призмы с горизон- 


а--б 
2 
й а— 6 
ка АВС со сторонами АС = 5; и ВС = д. Эти призмы мы 


„а — 
НОИ 


тальным ребром и с основаниями в виде треугольни- 


заворачиваем вверх в положение АВ\С1. Для того чтобы это 


28) «К вопросу о египетском влиянии на греческую геомет- 
рию» («Архив исгории науки и техники», т. Г, Л., 1933, стр. 955). 
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было возможно сделать для всех четырёх призм, нужно у двух 
из них, расположенных напротив друг друга, обрезать по бокам 
по две пирамидки 4с}её с высотой 24 — и с квадратным ос- 


| а— 
нованием с}, сторона которого будет 


(черт. 17). После 


этого объём усечённой пирамиды будет равен объёму централь- 
ной четырёхугольной призмы с основанием в виде квадрата, 


[2 
сторона которого —э_ 


„й 
пирамид с высотой = и квадратными основаниями Со СстТоро- 


‚Ис высотой Й, и, кроме того, восьми 


1 
а м а 
Черт. 17. 


© а — в 32 [52 < 
ной ——^. Так как наклон двух боковых граней каждой такой 


пирамиды равен 45°, то её объём легко может быть найден из 
следующих соображений. 


Возьмём куб АВСРЕЕРСН со стороной ^^ 


вертикальные стороны будут соответствовать нашей высо- 


(черт. 18). Его 


те-), которая вследствие 45-градусного наклона граней будет 


а— В 
тоже равна д° Этот куб можно разбить на три пирамиды 
ЕАВСР, ЕСРОН, ЕАБЕС, 


которые как раз и будут представлять интересующие нас пира- 
миды, объём каждой из которых равен 


Аля восьми Пирамид это даст нам 


8 п а—6\2 1 а—0\* 
3.5. ( 4 ) =" ( 5). 
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Это будет тот добавочный член, который нужно придать к объёму 


., а--5\2 . и 
центральной призмы ве ‚ чтобы получить объём всей 
рассматриваемой пирамиды. 

То, что вавилоняне получили эту формулу лишь для част- 
пого случая, можно видеть из того, что во всех остальных слу- 
чаях при произвольном угле наклона граней объём пирамиды 


всегда вычислялся по неверной формуле 


И— А „Оверхн —- Знижн 
ИС и . 


Однако пирамида с наклонами двух граней по 45° помогла 
вавилонлнам решить ещё одпу интересную задачу: определить 
сумму квадратов чисел натурального ряда. Решение этой задачи 
имеется в значительно более позднем тексте эпохи Селевкидов 
{примерно П век до н. э.), а именно в тексте № 6484 Луврского 
музея (Меиоерацег, |, 96—107). Вторая задача этого текста 
`итается так: 

«Квадраты от единожды 1 до 10 раз, т. е. 1,40. Установи их 
сумму. 

1 на 0;20 | е. 3) помножь: 0;20. 

10 на 0;40 — две трети — помножь: 6;40. 

6;40 и 0;20 даёт 7. 

7 на 55 помножь: 6,25. 

6,25 сумма». 


Вычисление следует формуле $143-0).55 Так как 
10 


55-23 -...-Н1ю= У» 
п=1 
то мы имеем: 
10 : 2 10 
2— | —. —.. . 
У = (1 13 Ю} У. ^. 


п—1 д 


С. Я. Лурье в примечаниях к русскому переводу «Лекций» 
Нейгеба уера 29) дал красивый геометрический вывод этой формулы, 
который иллюстрируется нашим черт. 19. Он основан на том, 
что куб можно разбить на три равных пирамиды с квадратными 


29) О. Нейгебауер, Лекции по истории античных матема- 
тических наук, т. [, перевод С. Я. Лурье, М.— Л., 1937, стр. 192—194. 
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основаниями и общей вершиной. Вавилонская формула, которую 
можно переписать в виде: 


Ут=з +2 У» 


легко может быть интерпретирована на чертеже. Мы видим, как 
три четырёхгранные ступенчатые пирамиды Г, П, Ш, представ- 
ляющие каждая » п? (в нашем случае п —=4), распадаются на две 
трёхгранные ступенчатые призмы, основание каждой из которых 
равно Ум, а высота у одной м, а у другой п 1. 

Это последнее свидетельство непосредственно приводит нас 
к великому греческому материалисту Демокриту, жившему не- 
сколько ранее времени соста- 
вления вавилонского документа. 
Если до Демокрита объём пи- 
рамиды был найден лишь в 
частном случае четырёхуголь- 
ной пирамиды с двумя боко- 
выми гранями, наклонёнными 
под углом 45° к горизонту, то 
Демокриту принадлежит честь 
обобщения рассматриваемой 
формулы на случай любой пи- 
рамиды, и притом не только 
пирамиды, но и конуса 89).В но- 
вонайденном «Эфодике» Архи- 
меда говорится: 

«Евдокс первый нашёл до- 
казательство относительно ко- 
нуса и пирамиды, а именно, 
что конус есть третья «часть 
цилиндра, а пирамида — приз- Черт. 19. 
мы, имеющих то же самое 
основание и одинаковую высоту, однако немалую часть в этом 
надо уделить и Демокриту, первому высказавшему без доказа- 
тельства это предложение относительно указанного тела». 

«Без доказательства» у Архимеда следует понимать в смысле 
«без строгого доказательства». Как именно Демокрит доказывал 
выставленное положение, можно судить по сохранившемуся 
у Плутарха (Н. Р1е1$, Пе Егастеще 4ег УогзокгаИКег, Ва. П, 
стр. 90, Егарт. 155) замечанию: 

«Затем смотри, каким образом [Хрисипп] возразил Демокриту, 
ставившему на основании логических и физических соображений 
такой вопрос: если рассекать конус плоскостыо, параллельной 
основанию, то как надо представлять себе поверхности сечений — 
равными или неравными? ибо, будучи неравными, они сделают 


30) С. Я. Лурье, Теория бесконечно малых у древних ато- 
мистов, М.—Л., 1935, сто. 67 и след. 
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конус негладким, вследствие того, что он получит множество 
ступенгобразных углублений и выступов, если же они будут 
равны, то будут равными и сечения, и конус представится в виде 
цилиндра, так как будет составлен из равных, а не неравных 
кружков, что является нелепейшим». 

Самое простое объяснение этого текста заключается в том, 
что Демокрит представлял конус или пирамиду сложенными по 
типу неделимых Кавальери из бесконечно тонких кружков или 
подобных друг другу пластинок. То обстоятельство, что Демо- 
крит рассматривал одновременно и конус и пирамиду, позволяет 
думать, что он считал два тела равновеликими, если они могут 
быть составлены из соответственно равных друг другу «недели- 
мых»; если же эти «неделимые» обоих тел будут находиться 
друг к другу в соответственно равных отношениях, то такое же 
соотношение будет существовать и между объемами обоих тел. 
На последнюю возможность указывает несколько необычная для 
нас формулировка 5-го предложения ХИ книги Евклида: «пира- 
миды, находящиеся под одной высэтой.., будут относиться, как 
основания». Тогда метод Демокрита позволит найти объёмы лю- 
бой пирамиды или конуса, если только будет известен объём 
какой-нибудь одной пирамиды. Но так как объём пирамиды с квад- 
ратным основанием и двумя гранями под углом в 45° известен, то, 
следовательно, будет известен объём и всякой пирамиды: эти объ- 
ёмы будут находиться в том же отношении, что и соответствую- 
щие сечения, т. е. основания; таким образом, объём любой пирамиды 
будет равняться одной трети произведения основания на высоту. 

Что же касается доказательства Евдокса, то всю цепь его 
рассуждений мы легко можем восстановить на основании изло- 
жения Евклида. 

1) Если параллелепипедальное тело будет рассечено пло- 
скостью по диагоналям противоположных граней, то это тело бу- 
дет рассечено упомянутой плоскостью пополам («Начала», пред- 
ложение 28 книги Х]).. 

2) Если будут две равновысотные призмы, и у одной осно- 
вание параллелограмм, у другой же треугольник, причём парал- 
лелограмм в два раза больше треугольника, то призмы будут 
равны (предложение 39 книги Х|. 

3) Всякая пирамида, имеющая треугольное основание, разде- 
ляется па две равные и подобные друг другу и всей пирамиды 
с треугольными основаниями и на две равные призмы; и обе 
призмы вместе будут больше половины всей пирамиды (предло- 
жение 3 книги ХИП). 

4) Если будут две пирамиды под одной высотой, имеющие 
треугольные основания, и каждая из них будет разделена на 
две равные друг другу и подобные всей пирамиды и на две 
равные призмы, то будет как основание одной пирамиды к осно- 
ванню другой пирамиды, так и все призмы в одной пирамиде 
к взятым в таком же количестве призмам в другой пирамиде 
(предложение 4 книги ХП). 
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5) Находящиеся под одной высотой пирамиды с треуголь- 
ными основаниями будут друг к другу, как основания (предло- 
жение 5 книги ХП). 

6} Всякая призма, имеющая треугольное основание, разде- 
ляется на три равные друг другу пирамиды, имеющие треуголь- 
ные основания (предложение 7 книги ХП]). 

7) Подобные пирамиды, имеющие треугольные основания, 
будут в тройном отношении соответственных сторон (предложе- 
ние 8 книги ХЦ). 

8) У равных пирамид, имеющих треугольные основания, ос- 
нования будут обратно пропорциональны высотам; и у каких 
пирамид, имеющих треугольное основание, основания будут 
обратно пропорциональны высотам, те пирамиды будут равны 
(предложение 9 книги ХИП), 

Все эти теоремы представляют непрерывную цепь предло- 
жений, из которых каждое последующее (кроме 3-го) ссылается 
на предыдущее. Мы исключили лишь 6-е предложение книги ХПИ, 
потому что: 1) в нём говорится о пирамиде с многоугольным 
основанием, тогда как во всех остальных, в частности в 8-м и 
9-м, говорится лишь о треугольных пирамидах, хотя и 8-е и 9-е 
предложения справедливы для всяких пирамид, 2) упомянутое 
предложение отсутствует в Болонском манускрипте «Начал», 
представляющем несколько отличную редакцию. Можно не сом- 
неваться в принадлежности 6-го предложения Евклиду, но по- 
следний по всей вероятности просто вставил его в общую цепь 
евдоксовых предложений, не обобщив соответственно 8-е и 9-е 
предложения. 

Принадлежность этих теорем Евдоксу, а не Евклиду, доказы- 
вается следующим соображением. 

В евклидовом определении призмы (определение 13 книги ХГ) 
говорится о теле, в котором «две противоположные ‹грани> 
равны, подобны и параллельны» (800 та апеузуйоу {ол те хай броня 
0%, хай паса тд а), а об основаниях не говорится ни слова, в то 
время как в упомянутых предложениях говорится о призмах, 
имеющих «основанием параллелограмм, противоположным же 
(ипеуаут0оу 0=) прямую». 

Затем метод исчерпывания в 5-м предложении в точности 
воспроизводит рассуждения при доказательстве 2-го предложения 
о равновеликости кругов, почему и нет надобности в коммента- 
рии повторять соответствующие рассуждения. 

Наконец, так как в широкой публике распространено мне- 
ние о принадлежности Лежандру известного доказательства с так 
называемой «чертовой лестницей» (это мнение встречается, между 
прочим, и у С.Я. Лурье: «Теория бесконечно малых у древних 
атомистов», М.— Л., 1935, стр. 75; «Очерки по истории античной 
науки», М.— Л., 1947, стр. 171), то небесполезно будет привести 
подлинную аргументацию Лежандра, тем более, что она пред- 
ставляет последний случай применения метода исчерпывания для 
доказательства рассматриваемой теоремы. 
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Доказав в 17-м предложении УП книги лемму, аналогичную 
3-му предложению ХПИ книги «Начал», Лежандр формулирует 
рассматриваемую теорему следующим образом 81]: 


«Предложение 18 


Теорема. Об5ём треугольной пирамиды равен одной 
трети произведения её основания на высоту. 

Пусть $АВС будет какая- 
нибудь треугольная пирамида, 
АВС её основание, $0 еб вы- 
сота (черт. 20); я утверждаю, 
что объём пирамиды $ЗАВС 
будет равен трети произведе- 
ния площади АВС на высоту 
ЗО, так что мы будем иметь: 


ЗАВС — = АВС Х 50, 
или —=$5О0ОЖ 5 АВС. 


Действительно, в против- 
ном случае объем ЗАВС был 
бы равен произведению $0 на 
площадь, большую или мень- 


шую АВС. 


Пусть 1° это количество 
будет большим, так что 


ЗАВС—50Х | АВС -- м) 


Если мы сделаем то же самое построение, что и в предыдущем 
предложении, то пирамида $5АВС будет разделена на две равно- 
великие друг другу призмы АСНРОЕ, ЕС/СЕН и на две равные 
пирамиды $ОРЕ, Е@ВГ. Но объём призмы АСНРЕРЕ будет ДЕР 
на РО, и следовательно, объём двух призм будет ОРЕХ 2РО, 
или ДЕЕЖ 50. Если отнять две призмы из всей пирамиды, то 
остаток будет равен удвоенной пирамиде ЗОЕЛ, так что мы бу- 
дем иметь’ 


25рЕР= $0 Ж (1. АВС —- М— ВЕР) 


31) «Е6теп(5 ае оботее», Ра!1$, 1817, стр. 186. 
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Но поскольку $А вдвое больше $0), поверхность АВС будет 
вчетверо больше ДРЕ, и, таким образом, = АВС — ЕЕ = 
= ОРЕ— РЕВ = ОЕЕ, так что 

25рРЕР= $0 Х (1 рЕР--М) 
если взять по половине от каждой части, то получится: 


ЗРЕР=$ЗРХ (3рЕР--М\ | 


Отсюда видно, что для получения объёма пирамиды ЗОЕР нужно 
будет к трети её основания прибавить ту же самую площадь М, 
которая прибавлялась к трети основания большой пирамиды, и 
умножить всё на высоту ЭР малой пирамиды, 

Если мы также разделим $) пополам в точке А и через 
точку А проведём параллельно ДОЁЕГ плоскость АЁМ, которая 
встретит перпендикуляр 5Р в О, то то же самое рассуждение 
покажет, что объём пирамиды $5КЁМ будет равен $0Ж 


1 
ж (1 КЕМ-М |}. 

Продолжая таким образом получать ряд пирамид, стороны 
которых уменьшаются вдвое, а основания — вчетверо, мы до- 
стигнем когда-нибудь пирамиды $а6с, основание которой будет 


меньше 6/; пусть $0 будет высота этой последней пирамиды, 
а её объем, выведенный по правилу получения объёма преды- 


дущих пирамид, будет 50 Ж (3 абс +м) . Но М» аб, 


1 1 
ни следовательно, 3 96+ М> -5` 46с; следовательно, нужно, 


р 1 
чтобы объём пирамиды $абс был больше, чем 52 Ж 5 а6е. Ре- 


зультат нелепый, потому что во втором следствии из предыду- 
щего предложения было доказано, что объём треугольной пира- 
миды всегда меньше половины произведения её основания на 
высоту; таким образом, 1° невозможно, чтобы объём пирамиды 


ЗАВС был больше $0 Ж з- АВС». 


Упомянутое здесь «второе следствие» Лежандр доказывал так: 

«Если провести прямые ОО@. ОН, то получится новая пира- 
мида АДСН, которая будет равна пирамиде ЗОЕЕ. Таким обра- 
зом, пирамида АОСН будет меньше призмы АСНОЕР, поскольку 
она в ней содержится; значит, каждая из пирамид ЗОЕР, ЕСВ! 
будет меньше призмы АСНЕР; значит, пирамида 5$АВС, состав- 
ленная из двух пирамид и двух призм, будет меньше четырёх. 
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этих призм. Но объём одной из этих призм = = АВС Х $50, 


а учетверённый объём == АВС Х $0; значит, 06б5ём всякой 
треугольной пирамиды меньше половины произведения её осно- 
вания па высоту. 

После этого Лежандр переходит к опровержению второй 
гипотезы: 

«Пусть 29° 


ЗАВС—$0Х (- авс — м\ 


как и в первом случае, докажем, что объём пирамиды 5$ДЕРЛ, 


измерение которой в два раза меньше, будет равен $РЖ 
| ` 
х з ВЕРЫ м), и продолжая ряд пирамид, стороны которых 


уменьшаются вдвое до некоторого члена барс, мы таким образом 


; . 1 
получим, что объём последней пирамиды $а6с —=50жЖ Е а9с— М |. 


Но, поскольку основания АВС, ОЕР, ГКМ, ..., абс образуют 
убывающий ряд, каждый член которого составляет четверть пре- 
дыдущего, то мы скоро придём к члену а6с, равному 12М, или 
же который будет заключаться между 12М и ЗМ; тогда, так 


как М равен или более и абс, то величина за —М будет 


1 | 
или равна 4 @6с, или же меньше 4 49; таким образом, объём пи- 


рамиды $абс будет или равен, или меньше 50 Ж ч абс. Результат 


также нелепый, потому что, согласно первому следствию пре- 
дыдущего предложения, объём треугольной пирамиды всегда бу- 
дет больше, чем четверть произведения её основания на высоту; 
значит, 2° объём пирамиды ЗАВС не может быть меньше 


$0Х = АВС. 


Итак, наконец, объём пирамиды ЗАВС равен $0 Ж 5 АВС = 


— = АВС Х $0 согласно выражению теоремы». 


Упоминаемое «следствие 1» Лежандр доказывает так: 

«Пусть из вершины $ будет опущен на плоскость АВС пер- 
пендикуляр $0 и пусть Р — точка, в которой этот перпендику- 
ляр встречает плоскость ОЁЕР, параллельную АВС; поскольку 


$р == эА, то ЗР=- $О и треугольник ОДЕР= АВС: зна- 
чит, объём призмы АСНЕБЕ= р АВС Х 50, а объём двух 
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призм АСНЕДЕ, ЕС/{СЕН вместе = АВС Ж 50. Эти две призмы 
будут меньше пирамиды ЗАВС, поскольку они в ней содер- 
жатся; значит, 005ём треугольной пирамиды будет больше чет- 
верти произзедения её оснэвания на высоту» (И. В.). 

12. Теорема Дена. Теорема о савновеликости двух треуголь- 
ных пирамид с равновеликими основаниями и равными высотами 
доказывается или античным методом игчерпывания, или теорией 
пределов. 

Но совершенно не удаётся доказательство по образцу до- 
казательства равновеликости параллелепипедов с равными осно- 
ваниями И равными высотами. 

Пирамиду не удаётся разделить на соответственно равные 
части, предварительно пополнив новыми частями так, чтобы по- 
лучить тела, разделяющиеся на соответственно равпые части, 
т. е. не удаётся доказать равновеликость равносоставлен- 
ностью или равносоставлейностью с дополнением. 

Невозможность этого подозревалась многими математиками, 
но строгое доказательство удалось дать только Дену 32) и 
В. Ф., Кагану 33). 

Таким образом, употребление перехода к пределу при со- 
временном понимании последнего неизбежно при доказательстве 
того, что пирамида есть третья часть призмы той же высоты и 
с тем же основанием. 

_ 13. Теорема сб объёме треугольной пирамиды 34). Мало 
известен ещё особый путь, приводящий к объёму треугольной 
пирамиды. Немецкая методическая литература (а также и рус- 
ская ХУШ и начала ХХ веков) находится под сильным влия- 
нием Х. Вольфа 35). Но у наиболее крупного её представителя, 
Кестиера, исчезает интересная теория подобия, принадлежащая 
Вольфу. Мы папомним, что в основе этой теории лежит аксиома: 

«Если две фигуры или две линии производятся теми же 
операциями и если элементы, над котэрыми эти операции 
производятся, подобны, то и фигуры и линии подобны». 

Теория подобия Х. Вольфа возрождается у французского 
методиста Сюзана, ныне уже забытого, несмотря на его остро- 
умные идеи. Пользуясь идеями Вольфа, Сюзан не идёт по пути, 
который закрывается теоремой Дена, но вместе с тем и не поль- 
зуется теорией пределов. 


— 


32) «Обр. МасписВ еп», 1900 г., стр. 345.— «Машет. Аппа- 
1еп», ВЧ. 55 (1902), стр. 465 — 468. 

38) В. Ф. Каган, О преобразовании многогранников, М., 1933. 

4) Д. Д. Мордухай-Болтовской, Теория подобия 
Х. Вольфа и постулат де Левека (Вестник опытной физики и 
элементарной математики, Одесса, 1916). 

3) Спг. \Уо1{!!из, Ащапозогап4е ег шатешаИзснел 
\/15зепзспаЙеп, 1750. 


17 Евклид, т. 1 
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В основе его доказательств лежит постулат, который он 
приписывает Левеку: 

Если мы имеем тело Р и производим построение тела @9 
с помошыьо операций, определённых только формой тела Р, 
то отношение объёмов тела Р и О не зависит от размера Р, 
т. е. сохраняется, когда переходят от тела Р к ему подобному Р” 
и на основе прежнего построения получают тело (: 


об. Р:0б. О —= об. Р’:06б. СУ. 


Таковой операцией является, например, деление сегмента 
и угла на равные части и т. п. Конечно, постулат этот выво- 
дится из упомянутой выше аксиомы 
Х. Вольфа. То, что Левек и Сюзан 
называют операцией, определяемой 
только формой тела, Х. Вольф на- 
зывает просто операцией над подоб- 
ными элементами. 

Согласно аксиоме Х. Вольфа, 
если тела Р и Р’ подобны и тела 
О и О’ подобны, то тогда подобны и 
пары (Р, О) и (Р’, (’) и поэтому от- 
ношения об. Р:0б. О и 06. Р’:06б. ()’ 
равны между собой. 

Вместо тел Ри О можно брать 
площади или отрезки и формули- 
ровать обобщённый постулат Левека 
следующим образом: 

Черт. 21. Если мы из подобных фигур $ 
и 5’ с помощью одинаковых постро- 
ений (в смысле Х. Вольфа) получаем сперва Р и Р”’, а за- 
тем О и О’, то будем иметь: 
Р:О=Р”’:('. 

Определение же объёма треугольной пирамиды совершается 
следующим образом (черт. 21). 

В пирамиде 5АВС проводится плоскость ДЕЛ, параллельная 
основанию АВС, плоскость ЕСК, параллельная $АС, и плоскость 


БЕ/ГС, параллельная ребру $А. 
Пусть О — середина $4; тогда 


1 __ 1 
$0 = 5 $А, ВК = ВС 


5. 


п пирамида $АВС, которую мы обозначим через Р, разлагается 
на две треугольные призмы АСГОЕЕ и СЕКТЕС, которые мы 
обозначим через О и О\, и две треугольные равные пирамиды 
ЗРЕЕ и ЕСВК, каждую из которых мы обозначим через Р”. 
Объём первой призмы О равен произведению площади ос- 


нования 4С/ па высоту, т. е. на й, где й — высота данной 


пирамиды Р. 2 
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Объём второй призмы (0\), которая является половиной па- 


раллелепипеда с основанием САС! и высотой — > й, равен про- 


изведению площади основания СКС на половину высоты этого 
| 
параллелепипеда, т. е. на д ^. Значит, объём призмы О: равен = 
1 й 
площади АВС.-рй = $ пл. АВС. 

Так как площадь СКС! вдвое болыше площади АСТ, то из 
предыдущего ясно, что объёмы обеих треугольных призм равны 
между собой благодаря чему мы можем обозначить их одной и 
той же буквой (). 

Итак, 

об. Р==2 об. Р’--2 об. 0. (1) 


Пусть С’ будет призма, вписанная в пирамиду $ОЕР так же, 
как призма ©, т. е. ДЕРАСТ, вписана в ЗАВС; тогда 

об. Р об. 9 _ „об. Р” об. () 

об. 9 '°б, 0’— 2 об. Г 256. О’` 


Обозначим отношение объёмов Ри О через \. Тогда 


об. / об. О 
Аб. о= ^^? 56 О’: (2) 


Отношение об. ():о6б. (’ равно отношению произведений осно- 
ваний этих призм на их высоты. Но отношение оснований 
призм равно отношению оснований пирамид, в которые они 
вписаны, т. е. равно 4, отношение же высот равно 2. Значит, 
отношение объёмов равно 8. 

Из уравнения (2) получаем: 


8 —=2 2.8, 
8 р 
что даёт А. Таким образом, 
8 8 1 1 
об. Р=- об. 9=-: 8 * Пл. АВС =; й.пл. АВС. 


14. Объёмы многогранников. Евклид даёт предложения, от- 
носящиеся только к сравнению объёмов. Но седьмое предложе- 
ние, разлагающее призму на три равновеликие треугольные пи- 
рамиды, ведёт непосредственно к формуле для вычисления объ- 
ёма пирамиды. У Герона мы находим правила для вычисления 
призматических и пирамидальных тел, в том числе обелисков. 

Наиболее важным результатом относительно призм, пред- 
ставляющим прекрасное дополнение к «Началам» Евклида, яв- 
ляется теорема Лежандра о том, что косая усечённая призма 
равновелика трём пирамидам с основанием этой призмы и с вер- 


17* 
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пкинами в точках пересечения боковых рёбер с секущей пло- 
скостью. 

Гирш 36) выражает боковую поверхность и объём усечённой 
призмы следующей словесной формулой: если назвать прямой 
тяжести прямую, параллельную боковым рёбрам и проходящую 
через центр тяжести нормальных сечений, то боковая поверх- 
ность будет равна произведению периметра нормального сечения 
на прямую тяжести, а объём определится, как произведение 
площади нормального сечения на прямую тяжести. 

Формула для объёма пирамиды, усечённой параллельно ос- 
нованию, в виде 


у==Н@1+Уа@0,-- 6.) 


где (1, С. — площади оснований, а Н — высота, в европейской 
математике впервые приводится (конечно, в риторически-гео- 
метрической форме) Леонардо Пизанским и заимствуется им из 
арабских источников. Вычисление по правилу, определяемому 
этой формулой, находится у Мохамеда бен-Музы. 

В дошедших до нас греческих источниках мы находим у 
Герона формулу для объёма правильной квадратной усечённой 
пирамиды, выражаемую на современном алгебраическом языке 


так: 
›- (995) 


1 
Н = Ию-Тш-м». 


аз, аз — стороны квадрата верхнего и нижнего оснований, А— 
ребро, Н — высота усечённой пирамиды. 

Формула эта находится в «Практической геометрии» Клавия 
(1606) и Андриана (1626). Формулы доказывались раньше всегда 
алгебраически. Находящийся в наших учебниках геометрический 
вывод велёт своё начало от Лежанлра. 

15. Принцип Кавальери. Если мыслить площадь состоящей 
из неделимых или «линий», то можно придти к следующему 
выводу: если мы имеем две площади, заключённые между 
двумя параллельными прямыми АВ и А’В’ и дуфздми кривых, 
то эти площади равны, если равны их сечения аа’ и 65’ лю- 
бой прямой, параллельной данным прямым (черт. 22). 

В этом состоит принцип Кавальери для площадей. Его стерео- 
метрический аналог относится к объёмам: 

Если мы имеем два тела, заключённые между двумя па- 
раллельными плоскостями АВ ип А’В’ и поверхностями, то 


где 


36) Меуег-Н1тзсВ, Сеотеш1зсве АшеаБеп, 1802. 
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объёмы этих тел равны, если разнэвелики их сечения аа’ и 
6’ любой плоскостью, параллельной данным плоскостям 
(черт. 23). 

Мы приведём сейчас два примера, даощие применение этих 
принципов. 

Равновеликость треугольников АВС и А’В’С’, имеющих рав- 
ные высоты и равные основания АВ и А’В’, обнаруживается 
расположением их между двумя 
параллельными прямыми АВА’В’ А В 
и СС’, расстояние между которыми Г\№ м , 
как раз равно высоте (черт. 24). @ б 

Согласно принципу Кавальери 
следует только убедиться в том, что 
КЕ=К,, если АГКГ’|| АВА’Б’, 

а это обнаруживается следующим д’ 7: 
образом: АЕ: АВ =СН:СЬ ‚но так Ч 2 

как АВ = АВ’, СН = СН, ерт. 22. 

СГ —= СГ, то и АЕ = КГ. 

Совершенно аналогичным путём устанавливается равнове- 
ликость треугольных пирамид ЗАВС и $5'А’В’С' при равновели- 
кости их оснований и равенстве высот (черт. 25). 

Согласно принципу Кавальери, следует установить равно- 
великость сечений абс и а’6’с’, производимых плоскостями, па- 
раллельными двум плоскостям, из которых одна содержит осно- 
вания пирамид АВС и А’В’С’, а другая — их противоположные 
вершины би 5’. 


Черт. 23. 


Обозначив через $Д и 5’0’ высоты рассматриваемых пира- 
мид, а через Н и [Н’ точки встречи этих высот с секущей пло- 
скостью, будем иметь: 


аёс: АВС —=5$Н?:$1%, 
а’5’с’: А’В'С’ = 5'Н”.5'0т. 


Из того, что АВС = А'В’С', $Н =5'’Н', $02 =5$')', следует, что 
и абс —= а’6'с'. 
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16. Криволинейные поверхности в древнем Египте. Пер- 
вый в истории математики пример, в котором мы имеем дело 
с определением некоторой криволинейной поверхности, встре- 

С С’ чаем на почве древнего Египта: 
это знаменитая 10-я задача Мо- 
сковского папируса. 


Глава действия 
«с корзинкой)» *) 


Как скажут тебе: «корзин- 


в Г в д Г 5’ ка», в устье по 4 в «грани- 
Черт. 24. цах» (‘4 — земля на краю пу- 


стыни, пограничной с правиль- 
но орошаемой областью). О, дай знать площадь (36) её. 


[4 [2] [1 | 
Действуй ты, сделай ты < от 9, потому что вот «корзинка»— 


1 , 
это от ...(г[пг]??); получается теперь 1. 


2 

Действуй ты, слелай остаток: вот 8 

5 5 
Черт. 25. 

Действуй ты, сделай ты 9 т 6; получается теперь 5. 
11 
6 18’ о 

Действуй ты, сделай ты остаток этих 8 после этих 3 
1 1 
—.; получается теперь 7—. 


*) Во всех этих местах «корзинка» (14) пишется не фоне- 
тически — буквами, а просто изображается рисунком <. 
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а . 1 1. о 
Действуй ты, сделай ты 75 раз 4 —; получается теперь 32. 


Смотри: площадь её это. 
Нашёл ты хорошо». 

Рассматриваемая задача вызвала большие споры по поводу 
того, что нужно понимать под «корзинкой». Издавший этот текст 
акад. В. В. Струве толкует её как полушар, другие же иссле- 
дователи — как полуцилиндр. Очень досадно, что на самом ин- 
тересном месте («корзинка — половина это от...») рукопись ис- 
порчена. Акад. Струве толкует выпавшее слово как ‹«шпг» и 
понимает его как «яйцо», бывшее по его мнению у египтян на- 
званием шара. Это чтение встречает возражения со стороны 
других исследователей, так что вопрос окончательно решённым 
считать нельзя. 

Есть, однако, некоторые основания думать, что под 15 лучше 
понимать полуцилиндр, имеющий осевое сечение в виде квадрата. 

Прежде всего следует привести некоторые технологические 
соображения. Из какого материала была изготовлена эта п? 
Можно дать два возможных решения: или пб{ изготовлялась из 
глины, или же она была сплетена из прутьев или тростника. 
В первом случае легко было приготовить её в виде полушара, 
но мы получили бы очень неустойчивый предмет, и, кроме того, 
встал бы вопрос, какую цель могло бы преследовать знание 
боковой поверхности пЪЁ. Во втором случае, если корзинка по- 
лучалась плетением, форма полушара является исключённой (её 
просто будет очень трудно получить), тогда как форма цилинд- 
рического корытца будет очень удобной и с точки зрения из- 
готовления, и с точки зрения устойчивости. Кроме того, сразу 
получает практический смысл определение боковой поверхности 
такого корытца: можно „будет рассчитать, сколько таких плетё- 
нок получится из большого листа заданной площади. 

Во вторую очередь идут терминологические соображения. 


«Корзинка» определяется как имеющая т {р-гз г 4 т са 


| 
(с детерминативом множественного числа) =в устье по 4 


в «границах». Из двух возможных толкований акад. Струве: 
1) ‘а = сохранность, невредимость, что он понимает в смысле 
большого круга, и 2) 4 == страна на краю пустыни, граничащей 
с орошаемой областью — второе толкование представляется бо- 
лее приемлемым: египтяне любили искусственные фигуральные 
выражения; так, например, встречаю‘цееся в этом контексте 
слово {р-гз — устье, буквально «начало (голова) рта» — упо- 
треблялось и для обозначения основания равнобедренного тре- 
угольника, последний изображался лежащим на боковой стороне 
и представлял нечто вроде контура раскрытого рта; затем, тер- 
мин ПГИ — высота равнобедренного треугольника — буквально 
обозначает «обрезанный край плотины», В связи с такой термино- 
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логией лучше понимать °4 в смысле «край, граница», тем более, 
что при таком понимании легко объяснилось бы и наличие де- 


1 
терминатива множественного числа: «по ‘т в границах», ибо 


круг ограничен одной линией, а квадрат — четырьмя. 

Если рассматривать корзинку или изображающий её сим- 
вол “7 как полукруг, то испорченное слово, которое акад. 
Струве толкует как «яйцо», пришлось бы понимать как «круг» 
или «цилиндр». Основной вопрос заключается в том, почему 
надо удвоить диаметр, если корзинка является половиной яйца. 

Однако, будем ли мы понимать ([пг] как шар или как круг 
(цилиндр), всё равно мы должны допустить, что египтяне умели 
определять длину окружности. Нужный для этого процессе можно 
восстанорить так: 

Египтяне определяли плошадь круга как площадь квадрата, 


8 
сторона которого равнялась -- диаметра круга. Их зиначение 


числа определялось из равенства 


что соответслвует 

— 4 8 2 

== 4(э)- 
В таком случае длина окружности диаметра 2 будет 

8 \2 
пр — (з) .4), 
$ \2 
(8.20. 


Именно по этой формуле египтянин и ведёт свои вычисле- 


а длина полуокружности 


1 
ния: удваивает диаметр (2%44=9), дважды множит его 


. 1 
на <, и полученный результат — 7 9 — длину полуокружности— 
1 
множит на 4, получая таким образом боковую поверхность 


полуцилиндра с квадратным осевым сечением. 
Здесь следует сделать одно замечание относительно техники 


8 
вычисления; при умножении на 9 египтянин представлял мно- 
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1 
житель в виде '-э и затем производил умножение, как мы 


сказали бы, раскрывая скобки: 


] 1 
Окончательное умножение 45 Х7 9 египтянин производил так: 


1 


1 4 
и2 9 
и/4 18 
т 
9 2 
Всего та 32. 


Умножение производилось при помощи последовательных 
удвоений, после чего из полученных результатов нужные отме- 
чались чёрточкой слева и складывались: сумма чисел левого 
столбца давала множителя, а правого — произведение (И. В.). 


*) Запись промежуточных вычислений в папирусе несколько. 
иная: 


иена) 


Выражение для 5 —%5 К т8 легко можно найти из таблиц раз- 


. „ 2 и 
ложений дробей . В папирусе Вп!14’а. Однако здесь мы имеем, 
по всей вероятности, только запись (египтяне не умели изобра- 


жать одним символом дробь 9» Хотя, конечно, хорошо пред- 


ставляли, что это такое ). И в данном случае, производя вы- 
8 
числения, египтянин вместо разности 8 —->, вероятно, сразу 


1 
получал 7» но записать вычитаемое он мог Лишь только В 


2 


11 
3618. 


<> == 


виде 
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17. Объём конуса у Демокрита и Евдокса. Метод разложе- 
ния тел на равновеликие «неделимые» при сравнении их объёмов 
одинаково применим и к конусу и к пирамиде, и, по всей веро- 
ятности, Демокрит находил объём конуса тем же самым приёмом, 
как и в случае пирамид; более того, весьма возможно, что исход- 
ным пунктом рассуждений Демокрита был именно конус, как 
это вытекает из приведённого выше текста Плутарха. 

Строгое доказательство теоремы относительно объёма конуса 
было дано Евдоксом; мы имеем его в 10—15 предложениях кни- 
ти ХИ Евклида. 

В первом из упомянутых предложений доказывается, что ко- 
нус есть третья часть цилиндра с теми же основанием и высотой. 
Доказательство ведётся методом исчерпывания. 

Мы предполагаем сначала, что цилиндр будет более чем в 
три раза больше конуса (объём Р цилиндра >> ЗУ, где У — объём 
конуса). Вписывая в основание конуса правильные многоуголь- 
ники и строя на них равновысокие с конусом призмы и продол- 
жая путём последовательных удвоений этот процесс до тех пор, 
пока объём полученной призмы не превзойдёт утроенпого объёма 
конуса, мы докажем, что эта призма будет втрое болыше пира- 
миды, имеющей те же основание и высоту, и значит, соответст- 
вующая пирамида будет больше конуса, что невозможно, поскольку 
она заключается внутри этого послепнего. 


Пусть теперь Р < ЗУ или у>-=. Аналогичным приёмом 


строим внутри конуса пирамиды до тех пор, пока построеиная 
пирамида не превзойдёт третьей части объёма цилиндра. Но эта 
пирамида в свою очередь будет третьей частью призмы, имеющей 
с ней те же самые основание и высоту; эта же призма будет 
меньше цилиндра, в основание которого вписан многоугольник, 
образующий основание призмы, что опять невозможно.‘ Таким 
образом, остаётся лишь одно предположение Р=3\. 

В 11-м предложении тем же самым методом исчерпывания 
доказывается, что объёмы равновысоких конусов или цилиндров 
будут относиться, как их оспования. 

Если У ни У› суть объёмы сравниваемых тел, а З] и 52 — 
площади их оснований, то мы хотим доказать, что 


91:92 == И:И. . 
Предположим, что это несправедливо и что 


где. Х меньше или больше У. 

Пусть Х будет сначала меньше У.. Вписывая в основание 
тела \У› многоугольник, удваивая последовательно его сто- 
роны и строя на получающихся многоугольниках призмы или 
нирамиды (как в случае конуса), мы в конце концов получим 
пирамиду или призму, которая будет больше Х. Теперь, если мы 
в основание тела У; впишем подобный мноугольник и построим 
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на нём пирамиду или призму, то объёмы обеих полученных призм 
или пирамид будут относиться, как их основания, или же, согласно 
предложениям | и 2, как площади кругов $1 и $2. Но объём впи- 
санной в тело У: пирамиды или призмы будет меньше У\, объём 
же вписанной в тело У» будет больше Х, что противоречит пред- 
положению $;:5. —= И: Х. 

Предположим теперь, что Х >> И.. Невозможность этого пред- 
положения доказывается тем, что отношение Х:\; мы заменяем 
отношением У, к некоторому меньшему, чем У;, телу, что по 
голЬко что доказанному невозможно. 

Таким образом, остаётся лишь одна возможность: 


91: 92 == М1: М2. 


Совершенно аналогичным методом доказывается и предложе- 
ние 12 о том, что объёмы подобных конусов или цилиндров от- 
носятся, как кубы диаметров; только перед доказательством основ- 
ной теоремы Евклид показывает, что вписываемые призмы или 
нирамиды будут подобны и, следовательно, согласно предложе- 
нию 8, их объёмы будут относиться, как кубы диаметров. 

Предложение 13 является своего рода леммой (доказатель- 
ство аналогично предложению 1 книги УГ и предложению 25 
книги Х]) к предложению 14, гласящему, что объёмы конусов 
или цилиндров с одним и тем же основанием относятся, как их 
высота. Для нас, привыкших к формулам, в равенстве 


1 
и = 5 й.5 
высота Й и площадь основания $ являются арифметически равно- 
правными, — нет надобности в специальных доказательствах, отно- 
сящихся к основаниям или к высотам. Для Евклида же, никогда 
не отрывающегося от геометрических образов, предложения [1 и 14 
являются существенно различными и требуют специальных до- 
казательств. 

То же самое можно сказать и о предложении 15, где гово- 
рится, что при равенстве объёмов двух конусов или цилиндров 
их высоты будут относиться обратно пропорционально их осно- 
ваниям (Я. В.). 

18. Поверхность цилиндоа и конуса у Архимеда. Евклид 
определяет только объёмы цилиндра и конуса; боковые поверх- 
ности этих тел были найдены Архимедом в предложениях 13 
и 14 первой книги «О шаре и цилиндре». Мы даём здесь эти 
предложения в современных обозначениях. 


«Предложение 13 


Боковая поверхность каждого прямого цилиндра равна 
кругу, радиус которого есть средняя пропорциональная между 
стороной (т. е. образующей) цилиндра и диаметром его осно- 
вания. 
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Пусть круг А будет основание цилиндра, СО равна диаметру 
этого круга и ЕР равна высоте цилиндра. 

Пусть Н будет средней пропорциональной для СО и ЕЁ, а 
В— круг с радиусом Н 

Тогда круг В будет равен боковой поверхности цилиндра, 
которую мы обозначим через $5 (черт. 26). 

Если бы В и $ не были равны, то В должна быть или больше, 
или меньше, чем 5. 7) 


со 
> 
с 
С 


1. Допустим В < 5. Тогда возможно вписать в круг В пра- 
вильный многоугольник, и описать около него другой так, чтобы 
отношение второго к первому было бы меньше отношения 5: В. 

Пусть это будет сделано; опишем около А многоугольник, 
который будет подобен описанному около В; затем на много- 
угольнике вокруг А построим призму с той же самой высотой, 
что и цилиндр. Эга призма будет, следовательно, описанной около 
цилиндра. 

Пусть АД будет перпендикулярна к СЛ и РЁ перпендику- 
лярна к ЕЛ, и обе будут равны периметру многоугольника около 4. 
Разделим СО в М пополам и соединим М с К. 

Тогда 

АКБМ —- многоугольник около А. 


Точно так же 
сэЕЕ — боковая поверхность призмы. 


Продолжим ЕЕ до М так, чтобы ЕЕ == ЕМ, и соединим МС Е. 
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Теперь, так как многоугольники около Аи В подобны, то 
они относятся, как квадраты радиусов А и В. 
Таким образом: 


ЛАКОМ _ М0: _ МБ _ МБ АКЬМ 
миогоугольник около В НН? - СЬ.ЕР` МЕ` АЕЕМ ' 


так как ДАК — Е Г. 
Следовательно, 
многоугольник около В = ЛЕЕМ -= СЗЕЁ = боковой поверх- 


ности призмы около А согласно предыдущему. 
Но 


многоугольник около В: многоугольник в В < 5: В, 
следовательно, 


боковая поверхность призмы около А < э 
многоугольник в В В’ 
ИЛИ 


боковая поверхность призмы около 4 _. многоугольник в В 
ООС ии < В , 
что невозможно [ибо боковая поверхность призмы больше, чем $, 
тогда как вписанный в круг В многоугольник меньше, чем В]. 

Итак, В не может быть меньше 5. 

П. Допустим В >> 5. 

Опишем около круга В правильный многоугольник и впишем 
в него другой так, чтобы 


многоугольник около В 
многоугольник в В 


<8 
5$ $ 
Впишем в круг А многоугольник, который был бы подобен 
вписанному в В, и на мноГоугольнике в А построим призму с 
той же высотой, что и цилиндр. 
Пусть опять обе начерченные линии ОА, РЁ будут равны 
периметру многоугольника в ДА. 
Тогда в данном случае будет 


ЛАКОМ >> многоугольник в А, 


ибо перпендикуляр из центра на одну из сторон многоугольника 
будет меньше радиуса А. 
Далее, 


АЁЕМ = ЗЕ = боковой поверхности призмы. 
Теперь будет 
многоугольник в А __ М2* __ АКОМ 


многоугольник в В #8 АГЕМ’ 
как и выше. 
Далее, 
АКОМ >> многоугольник в А. 


270 КОММЕНТАРИИ 


Следовательно, также и 
ДЕЕМ или боковая поверхность призмы >> многоугольник в В. 
Но это невозможно, потому что: 
многоугольник около В 
многоугольник в В 


В. 


-5 


и подавно 
многоугольник около В _ многоугольник около В 
многоугольник в В _ $ 
так что 
(многоугольник в В) > $ и подавно >> боковой поверхности 


призмы. 
Таким образом, В ни больше, ни меньше $, значит: 


В —5. 


Предложение 14 


Боковая поверхность каждого равнобедренного конуса равна 
кругу, радиус которого есть средняя пропорциональная между 
стороной (т. е. образующей) ко- 


нуса и радиусом круга в осно- 
вании. 

А Нусть круг А будет основа- 
нием конуса, С равна радиусу 
этого круга, О равна стороне ко- 


нуса и Е средняя пропорциональ- 
ная между С и О (черт. 27). 
Начертим круг ВБ, радиус ко- 
[А торого равен ЕЁ. 
Р Тогда В должен быть равен 
р боковой поверхности конуса, ко- 
торую мы обозначим через 5. 
Черт. 27. Если бы Ви $ не были рав- 
ны, то В должен бы быть или 
больше, или меньше $5. 

1. Допустим В < $5. 

Опишем около круга В правильный многоугольник и подоб- 
ный ему впишем так, чтобы отношение первого ко второму 
было меньше отношения 5:2. 

Около А опишем другой подобный многоугольник и на нём 
построим пирамиду с той же самой вершиной, что и у конуса. 

Тогда будет: 

многоугольник около А _ С? __ С __ многоугольник около А 


— 


многоугольник около В Е? Ш) боков. поверхн. пирамиды 


[так как сторона (образующая) конуса равна апофеме описанной 
пирамиды]. 
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Следовательно, 
боковая поверхность пирамиды = многоугольнику около В. 
Теперь 
многоугольник около В _ к) 
многоугольник в В `В` 
Следовательно, 


боковая поверхность пирамиды < э 
многоугольник в В `В’ 


что невозможно, так как боковая поверхность пирамиды больше, 
чем 5, в то время как многоугольник в В меньше, чем ВБ. 

Итак, В не может быть меньше $. 

П. Допустим В >> 5. 

Возьмём опять правильные многоугольники, из которых один 
описан около круга В, а другой вписан в него так, чтобы отно- 
шение первого ко второму’ было меньше, чем отношение В:5. 

В круг А вписываем многоугольник, который был бы подобен 
вписанному в В, и строим на нём пирамиду, вершина которой 
та же, что и у конуса. 

В этом случае будет: 


многоугольник в А __ С? _ С > многоугольник в А 
многоугольник в В Е? Ш” боковая поверхность пирамиды ` 


Это ясно, так как отношение С:Д будет больше, чем отно- 
шение перпендикуляра из центра А на сторону многоугольника. 
к перпендикуляру из вершины конуса на ту же сторону *). 

Следовательно, 

боковая поверхность пирамиды >> многоугольника в В. 


Но 
многоугольник около В < В 
многоугольник в В $` 
Следовательно, и подавно 
многоугольник около В В 


боковая поверхность пирамиды ^ 5»’ 


что невозможно [так как многоугольник около В больше, чем В, 
в то время как боковая поверхность пирамиды меньше, чем $]. 


*) Действительно, если через а обозначим половииу пентраль- 
ного угла в /4, а через В половину угла при вершине равнобелд- 
ренного треугольника, образующего грань пирамиды, то мы бу- 
дем иметь, что отношение упомянутых перпендикуляров будет: 

С.соза < С 
0.058 ^^)’ 
так как при а ‚> В будел соза < соз В. 
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Так как В не может быть ни больше, ни меньше $1, то значит, 
В —=5. 


Вышеприведённое изложение представляет окончательную 
форму доказательства, данного Архимедом рассматриваемой тео- 
реме. Что касается того, каким образом он пришёл к найденному 
результату, то мы можем восстановить общий ход его рассужде- 
р, ний, опираясь на изло- 

женный им самим в 
«Эфодике» метод. 

Вообразим равнопле- 
чий рычаг АОВ, на пле- 
че. ОВ которого прикре- 
плён рассматриваемый 
конус — полый, если де- 
ло идёт 0б определении 

Черт. 28. боковой поверхности, и 
сплошной, если дело 
идёт об определении объёма (черт. 28). 

Разобьём конус на бесконечно тонкие полоски толшины Ах, 
перенесём все их на конец В рычага и попытаемся каждую из 
этих полосок уравновесить некогорой массой, расположенной на 
левом плече рычага в точке АР, расстояние которой от центра О 
равно расстоянию х == ОЕ переносимой полоски на правом плече 
рычага. 

Если мы определяем боковую поверхность конуса, то масса 
вырезанной в точке Е полоски будет: 


2х ра.Ах; 


её момент после перенесения в точку В (ОВ = Й) равен 
2пх {© а. Ах.Й. 


Для того чтобы уравновесить этот момент, мы должны в точке 
Е поместить массу 2^й р а.Ах; для уравновешивания же всей 
боковой поверхности конуса, сосредоточенной в точке В, мы 
должны по левому плечу рычага распределить равномерно массы 
так, чтобы они образовали прямоугольник с высотой РА = 2кй фе а. 
Сравнивая теперь моменты справа и слева от точки О, будем 
иметь: 
АО 


5$'0В=-5- (АО.РО), 


где $ — искомая боковая поверхность. Отсюда 
5=- В. 2тй а = < .ВС = (У ВЮ}, 


где ВС == В представляет радиус основания конуса. 
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При определении обзёма конуса элементарная масса в В будег. 
п (х @ 9) Ах, 
её момент после перенесения в точку В 
пла й 02а Ах; 
в соответствующей точке Р нужно будет поместить массу 
кхй 12? а Ах = РН.+Ах. 


Искомые ординаты ЕН = пй ?аъх расположатся по площади 
треугольника ОЛАМ, статический момент которого относи- 
тельно О будет: 


(5 ол-Ам\ . 2 


1 
— ОА—=-- ОА ки? (ра. 
3 3 
Этот момент будет равен моменту сосредоточенного в точ- 
ке В объёма У конуса 


у.ОВ = ОА {оз 


откуда 


(И БВ.) 


19. Объём цилиндра и конуса. Доказательство того, что 
объём цилиндра (причём не обязательно кругового) равен 
произведению площади основания $ на вы- 


соту Й: , 
УИ= 51, (1) 


может быть проведено следующим образом. 

Взяв на нижнем основании цилиндра точ- 
ку О и проведя прямую ОО’, параллельную 
образующим, получаем точку О’ на верхнем 
основании (черт. 29). 

Строим на обоих основаниях вписанные 
многоугольники так, чтобы соответствующие 
вершины а и а’, би В’, сис’ были на прямо- 
линейно образующих. 

Тогда цилиндры разбиваются на ломтики Черт. 29. 


а, — Оаь О’а’Ь’, 
в каждом из которых будет заключаться трёхгранная призмоч- 


ка а; и каждый из которых будет входить в трёхгранную приз- 


мочку а получаемую делением многогранной призмы, описан- 
ной около цилиндра. 


18 Евклид, г. Ш 


274 КОММЕНТАРИИ 


Если а;— объём соответслвующего ломтика, то 


<< ту 
отсюда 


— « — — 1, 
“ 7, 
и если число / ломтиков безгранично увеличивается, то 


6 


а . 
. 7 , 
Нт =^ == Ни =^ == |, 
“) ы 
где ‹,9;— площади оснований призмочек. Следовательно, в пре- 
деле а: =а;==9„ и мы можем написать, что объём цилиндра 


У = Пт У а; — И У! <. (2) 
Но а;==ой, где ‹;=0Оа6, а Я — высога цилиндра. Зпачит, из 
равенства (2) получаем: 

У= Ни Уей==А Ни У, 5, 
и, заметив, что Шт Хс,;==5, получаем формулу (1). 

20. Предложение 17 книги ХИ. Рассматригаемое предложе- 
ние заслуживаег более внимательного анализа как вследствие 
довольно больших размеров доказательства, в которых легко 
запутаться и потерять основную нить, так и вследствие некото- 
рых логических скачков в ходе доказательства. 

Прежде всего в самом начале доказательства Евклиду при- 
ходится пользоваться тем, что в сечении шара плоскостью полу- 
чается круг, а если эта плоскость проходит через ц-нтр' шара, 
то — наибольший круг. Эта теорема заслуживала бы более де- 
гального разбора, чем это сделал Евклид. Во-первых, даваемая 
им ссылка на определение 14 книги ХТ доказывает только то, 
что всякое сечение шара плоскостью, проходящей через его 
ось, будет кругом; относительно же плоскостей, проходящих 
только через центр, а не через ось, вопрос остаётся открытым. 
Во-вторых, понятие о большом круге (у Евклида — наибольшем) 
шара нигде в «Началах» не определено и в данном месте появ- 
ляется впервые и несколько неожиданно. 

Дальнейший ход рассуждений сводится к тому, что Евклид 
з полученный большой круг сечения сферы вписывает правиль- 
ный многоугольник с чётным числом сторон, не касающийся 
сечения меньшей сферы. На сторонах этого многоугольника он 
строит вписанный в большую сферу многогранник, не касаю- 
щийся поверхности меньшей сферы. Этот многогранник будет 
иметь ось симметрии, перпендикулярную к секущей плоскости 
большого круга; он разделяется на ряд секторов, опирающихся 
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на стороны правильного многоугольника, вписанного в основной 
большой круг. Заключающиеся в каждом секторе грани будут 
представлять постепенно уменьшающиеся по ширине четырёх- 
угольники (доказывается, что четыре точки каждого четыреёх- 
угольника будут лежать в одной плоскости), самая же верхняя, 
прилегающая к оси симметрии грань будет треугольником; осно- 
вание этого треугольника, а также верхнее и нижнее основания 
всех четырёхугольных граней будут парал- 
лельны и между собой, и плоскости боль- 5 0 
шого круга сечения сферы. 

После того как многогранник построеп, 
Евклид переходит ко второй части доказа- 
тельства. Ему нужно показать, что все гра- 
ни получившегося многогранника не будут 
касаться меньшей внутренней сферы, т. е. 
что опущенные из центра на эти Грани пер- 
пендикуляры будут больше радиуса внут- 
ренней сферы. 

Это доказательство Евклид проводит 
для наибольшего из получившихся четырёх угольников-граней, а 
именно того, который прилегает к плоскости большого круга сече- 
ния сферы. В этом четырёхугольнике ВАЗО три стороны ВХ, ВО, 
К$ равны, четвёртая же $О будет меньше остальных. Легко дока- 
зав, что полученный четырёхугольник вписывается в круг, центр 
2, которого представляет основание перпендикуляра А, опущен- 
ного из центра А на рассматриваемую грань, Евклид переходит 

К к основной части доказательства. 

Пусть ВКЗО представляет рассма- 
триваемый четырёхугольник, Х же — 
центр описанного круга (черт. 30). Так 
как ВК =^А$ = ВО > 0$, то три 

В ГР А р угла $57К, КЁВ, ВСО будут равны между 

Черт. 31. собой и каждый из них больше прямого, 

угол же 520 будет меньше прямого. 

Из этого следует на основании обобщённой теоремы Пифагора 
(предложение 12 книги П), что 


ВК* > 287% 05< 2872. 


К Г.) 
Черт. 30. 


Первое неравенство Евклид только высказывает, не давая 
какого-либо доказательства, вероятно, считая это почти очевид- 
ным. После этого доказательство переходит на основную пло- 
скость сечения большого круга ВСЕ. Из точки К Евклид опу- 
скает перпендикуляр КУ на диаметр ВО (черт. 31), не замечая 
при этом, что основание У этого перпендикуляра, как легко 
доказать, совпадает с основанием РГР перпендикуляра ОР из 
точки О на плоскость круга ВСОЕ. Действительно, в прямо- 
угольных треугольниках ВАУ и ВОР равны стороны ВК и ВО 
и острые углы АВУ и ОВР, откуда следует, что ВУ == ВЕ, 


18* 
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Далее он последовательно пишет: 
Вр < ру, ВО.ВУ < 2БУ.УВ, 
вк*<2КУ, В7< Ки. 


При этом, по крайней мере с нашей точки зрения, остаётся 
неясным, зачем строится квадрат на ВУ и дополняется прямо- 
угольник на РУ. 

После этого доказательство переходит опять в пространство 
сферы. Сравниваются между собой два её радиуса АВ и АК. 


АВ? — АК?, 
В22-1- А7? — АУ -- КУ. 


Поскольку же ВЕ < КУ, необходимо, чтобы АЙ — рассматривае- 

мый перпендикуляр на грань — был больше АУ. Но АУ всегда 

, может быть сделан 

ое —(” больше радиуса внут- 

ренней сферы АЯ, что 

и доказывает нашу 

теорему, по крайней 

мере для грани ВК5О. 

Евклид считает, 

и \ что тем самым теоре- 

ил ма уже доказана и для 

А < д’ хх всех остальных гра- 

ней. Правда, посколь- 

Черт. 32. ку грань ВК$О, оче- 

видно, является наи- 

большей из всех граней $5ОРТ, ТРЮО, ОКХ, то, очевидно, её 

расстояние от центра АЙ будет, по аналогии с планиметрией, 

наименьшим из всех расстояний других граней, но ведь всё это 

лишь «очевидно» и совсем не доказано, и автору «Начал» следо- 

вало бы это доказать обстоятельнее. Для этого достаточно было 

бы показать, что радиусы кругов, описанных около граней ВК$О, 

З$ОРТ, ГРЮО, ИЮХ будут постепенно уменьшаться по мере при- 

ближения к точке Х. 

Пусть АВСО, А’В’С’О’ будут два могуших быть вписан- 

ными в круг четырёхугольника (черт. 32) и пусть 


Ар = ВС = А’О' = В’С', 


АВ = Ар, 
А’В’—= Ср, 
АВ > СО > С’Р,. 
Требуется доказать, что радиус ОЛ круга, описанного около 


первого четырёхугольника, будет больше, чем радиус О’А’ круга, 
описанного около второго четырёхугольника. 


причём 
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Клавий и Симсон доказывают это приведением к абсурду. 
Предположим (1), что 
ОА—=О’А,. 


Тогда отсюда следует равенство углов АОР, ВОС, А’О’Р,, 
В’О’С'. Затем 


З АОВ >  А’О’В', ЗСОБ> 4 С’О’Р,, 


откуда получается, что сумма четырёх углов вокруг О больше’ 
чем сумма четырёх углов вокруг О’, что невозможно, ибо как 
та, так и другая сумма равна 44. 


Пусть теперь (2) 
ОА< 0О’А'. 


Из точки О’ радиусом О’Х =0’У =0’7 ==0’'\ =ОА опишем 
окружность и построим четырёхугольник ХУЙ. Тогда 


АВ`> А’В’_ >> ХУ, 
Ср С’О’Ъ 2У, 
АБ —А’О’ > МХ, 
ВС-= В'С' > УЕ. 


Опять получается, что углы при точке О в четырёхугольнике 
АВС составят в сумме больше, чем соответствующие углы 
при О’ в четырёхугольнике ХУРЙУ, т. е. приходим к той же 
нелепости, что и в предыдущем случае. 

Таким образом, у нас остаётся лишь одно предположение: 

ОА>О!’А,, 
что и доказывает желаемое. 

В «Приложении» к [У тому Евклида в издании Гейберга 
находится и другое доказательство того, что АЙ > АН (заклю- 
чительная часть предложения 17). 

«Вот можно и иначе более удобно доказать, что 42 будет 
больше АН. Проведём из Н под прямыми <углами> к АН <пря- 
мую> НА’, и соединим АА’. Вот, рассекая дугу ЕВ пополам и 
её половину пополам, и делая это постоянно, <в конце концов» 
получим в остатке некоторую дугу, которая будет меньше дуги 
круга ВСЕ, стягиваемой равной НА’ <хордой>. Пусть эта дуга 
получена и будет АВ. Значит, прямая КВ меньше НА’. И по- 
скольку четырёхугольник ВКЗО «может быть вписан» в круг 
и ОВ, ВК, КЗ равны, а О$ меньше «их», то угол ВЕК будет 
тупым. Значит, АВ больше В7. Но КА’ больше АВ; значит, и 
подавно НА’. будет больше В7; значит, и квадрат на НА’ будет 
больше квадрата на ВИ. И поскольку АА’ равна АВ, то и квадрат 
на АА’ равен квадрату на АВ. Но квадрату на АА’ равны квад- 
раты на АН, НА’; квадрату же на АВ равны квадраты на БИ, 
СА; значит, квадраты на АН, НА’ равны квадратам на В&, ГА, 
из которых квадрат на ВС будет меныше квадрата на НА’; 
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значит, остающийся квадрат на ДА будет больше квадрата на АР: 
значит, 47 больше АД» (И. В.. 

21. Поверхность и объём шара. Евклид не дал правила для 
вычисления поверхности или объёма шара, ограничившись лишь 
доказа'ельством предложения, что объёмы двух шаров относятся, 
как кубы их радиусов. Формулы для вычисления поверхности и 
объёма шара были даны только Архимедом. Новооткрытый 
«Эфодик» Архимеда позволяет проследить весь ход мыслей, при- 
ведший его к этому открытию. 

Как мы уже указывали ранее, методом Архимеда было 
основанное на закоплх механики рассмотрение равновесия тела, 
вся масса которого сосре- 
доточивалась на одном конце 
равноплечего рычага и урав- 
новешивалась массами, не- 
прерывно распределёнными 
по другому плечу рычага. 
Применение этого метода к 
шару позволило Архимеду 
найти следующие предложе- 
НИЯ: 

«1. Каждый шар в че- 
тыре раза больше конуса, 
оснэвание кот2ро2о равно 
большому кругу шара, а 
вытота — радиусу послед- 
него; и 

2. Цилиндр, основание 

Черт. 33. которого равно большому 
кругу шара, а высота — 
диаметру последнего, в полтора раза больше шара. 

1) Пусть АВСР будет большой круг шара и АС, ВР два 
взаимно перпендикулярных диаметра (черт. 33). 

На ВД, как на диаметре, опишем круг в плоскости, перпен- 
дикулярной АС, и на этом круге, как на основании, построим 
конус с вершиной 4. Продолжим боковую поверхность этого 
конуса до пересечения с плоскостью, проведённой через С парал- 
лельно его основанию; сечение будет кругом с диаметром ЕР. 
На этом круге, как на основании, построим цилиндр, высота и 
ось которого будут АС; продолжим СА до Н так, чтобы АН 
было равно СА. 

Будем рассматривать СН как равноплечий рычаг; А будет 
его серединой. 

В плоскости круга АВСР проведём какую-нибудь прямую 
ММ, параллельную ВО. Пусть она пересечёт круг в О, Р, диа- 
метр АСв 5 и прямые АЁ, АРв О, Ю. Соединим Ас О 

Проведём через ММ перпендикулярную АС плоскость. Эта 
плоскость пересекает цилиндр по кругу с диаметром ММ, шар — 
по кругу с диаметром ОР и конус — по кругу с диаметром ОК. 
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Так как М5 =АС и 0$ = 4$, то следует: 
М$.30 =СА.А$ = АО? —= 05-4 $0. 
И так как НА = АС, то получается: 
НА _СА _ М _ М _ _ М$* 
А$ 45$ $0 М5:50 0$%-5$0” 
что согласно стоящему выше равно 
М№ _ круг с диам. ММ 
ОР*-- ОЮ? круг с диам. ОР- круг с диам. ОЮ’ 


Это значит: 


НА __ круговое сечение цилиндра 
А$ круг. сеч. шара -- круг. сеч. конуса‘ 


Поэтому круговое сечение цилиндра в занимаемом им поло- 
жении будет в равновесии с круговым сечением шара вместе 
< круговым сечением конуса, если оба последних круга будут 
перенесены с их центрами тяжести в Я. 

То же самое имеет место для трёх соответствующих сече- 
ний плоскостью, которая будет перпендикулярна АС и проходит 
через любую другую прямую, находящуюся в параллелограмме 
ЕС и параллельную ЕР. 

Если мы таким же образом рассмотрим все группы по три 
круга, по которым плоскости, перпендикулярные АС, пересекают 
цилиндр, шар и конус, и из которых складываются эти три тела, 
то следует, что цилиндр в занимаемом им положении будет от- 
носительно А в равновесии с вместе взятыми шаром и конусом, 
если последние перенесены центрами своей тяжести в Н. 

Так как А есть центр тяжести цилиндра, то, следовагельно, 


НА __ цилиндр 
АК шар конус АЕР` 


Но НА равно 2АК; следовательно, 


цилиндр = 2 (шар -- конус АБР). 
Но 
цилиндр —=3 конусам АЕ [Евклид, ХП, 10]. 
Следовательно, 
конус 4ЕР==2 шарам. 


Но так как ЕЕ -=2В0, то будет: 


копус 4АЕР==8 конусам АВР. 
Следовательно, 
шар —=4 конусам АВР. 
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2) Через В, р проведём УВ, ХУ параллельно АС и пред- 
ставим себе цилиндр, имеющий осью АС, а основаниями круги 
с диаметрами УХ, ШУ. 

В таком случае будет: цилиндр УТ ==2 цилиндрам Ур=6 
конусам АВВ=- шара, согласно доказанному выше. Это и 
требовалось доказать. 

При помощи теоремы, что шар в четыре раза больше ко- 
нуса, основание которого равно болышому кругу, а высота — 
радиусу шара, я получил тот результат, что поверхность шара 
будет в четыре раза больше его большого круга; действительно, 
исходя из того обстоятельства, что каждый круг равен треуголь- 
нику, основание которого есть периметр, а высота — радиус 
круга, я подумал, что таким же образом и каждый шар будет 
равен конусу, основание которого равно поверхности шара, а 
высота равна радиусу». 

Таким образом, из слов самого Архимеда вытекает, что он 
сначала нашёл объём шара, а потом уж его поверхность. Од- 
нако в окончательной обработке (вышеприведённое доказатель- 
ство не было достаточно строгим по мнению Архимеда и могло 
служить только в качестве метода для открытия истин, а не для 
их доказательства) Архимед изменил порядок, в котором идут 
оба предложения, которые явля ются 33-м и 34-м предложениями 
первой книги «О шаре и цилиндре» (И. ВБ.). 

22. Объём шара и принцип Кавальери. Очень красиво по- 
лучается формула для объёма шара, если воспользоваться прин- 
ципом Кавальери, предварительно переработав его в согласии 
с современными идеями. 


6 С 


Черт. 34. 


Поместим между двумя параллельными плоскостями (не по- 
казанными на черт. 34) полусферу АВС и цилиндр А’В’С’О’ 
с основанием того же радиуса Ю, что и шар, и с высотой, рав- 
ной радиусу, с входящим в него конусом С’О”О’, который имеет 
своим основанием верхнее основание цилиндра, а вершиной — 
центр нижнего основания (черт. 34). 

На основании принципа Кавальери мы вправе сделать за- 
ключение, что объём шара равен объёму тела, получаемого вы- 
резыванием конуса из цилиидра. В самом деле, легко видеть, что 
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круг аб, полученный в сечении сферы плоскостью афа’ь’|АВА’В’, 
равновелик с кольцом 4’с’4’6’, получаемым в сечении вышеука- 
занного тела той же самой плоскостью. Действительно, на осно- 
вании теоремы Пифагора в полусфере 


Рь—=г—=`Ю? — 12, где р = ОР, 


и, следовательно, площадь сечения аб равна 


$==(Ю2 — 12) 
с другой стороны, площадь круга а’5’ 
5’ == А, 


а так как, очевидно, радиус круга с’4’ равен Й, то площадь 
круга с’а’ 
5" — киа, 


Следовательно, площадь кольца &’с’4’6’ равна 
о’ — 95” == (А? — 12) =5. 
Замечая далее, что объём цилиндра равен «Ю.Ю = АЗ, з 


| 1 

объём конуса К. Ю = 5 п, мы получаем для объёма полу- 
2 В 

сферы величину 3 “К°, а для объёма всей сферы 


= ы кЮ$. 


23. Метод исчерпывания. В предложениях книги ХП мы 
встречаемся с античным методом исчерпывания, заменяющим со- 
временную теорию пределов. 


Евклидова форма метода исчерпывания. 


В той форме, которую этот метод имеет в «Началах» Ев- 
клида и которая, по всей вероятности, восходит к первым ста- 
диям его развития у Евдокса Книдского, общая схема доказа- 
тельства такова. 

Требуется доказать, что 


А:В ==а:6, (1) 


где А и В — величины одного рода, а а и В — другого. 
Доказательство разделяется на две части. 
Если пропорция (1) не имеет места, то возможны следующие 
два случая: или 
А:Х=а:6, (2) 


где Х — величина того же рода, что А и В, и притом меньше В, 
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ИЛИ 
А: Х=а:6, (2’) 
где Х уже больше В. 
Для исключения первого случая строим ряд величии 


Р%), Р®, ..., Р®,... 


’ 


обладающих тем свойством, что: 
1) все они меньше ДА, 


7 
2) разность А — РА при надлежаще выбранном п может быть 
в какой угодно мере исчерпана. 
Такой же ряд строится и для В: 


РЗ), Р®), *..., Р®. 


о.) 


и доказывается, что в обоих рядах можно пайти элементы Р&) 
и Рей, удовлетворяющие пропорции 


Р®: Ри? — а:6. (3) 


При этом число и можно взять настолько болышим, что 
РО’ превзойдёт Х, которое согласно предположению будет 
меньше В на какую-то конечную величину, в то время как 


{ 
Р может приближаться к В неограниченно. 
Сравнивая пропорции (2) и (3), получаем: 


Р®):Р® — А: Х, 


что невозможно, так как Р® меньше А, а р®) больше Х. 
Совершенно таким же образом, построив два ряда: 


0%, 0®, ..., 0, ... 


0, 0@), ...) (#19) .+оу 


таких, что все члены первого ряда больще А, а второго — боль- 
ше В, но могут быть к ним неограниченно приближены (разно- 
сти 0) —А и 0) — В могут быть в какой угодно мере исчер- 
паны), мы можем исключить и второй случай. 

Метод исчерпывания в «Началах» Евклида применяется для 
доказательства следующих предложений: 

1) Площади кругов относятся, как квадраты их диаметров 
(предложение 2 книги ХП]). Здесь А и В — площади кругов, а и 
р — квадраты их диаметров, РР) — площадь правильного вписан- 


п 


ного многоугольника, 0) — описанного. 
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Папп отсюда выводит, что окружности относятся, как их 
диаметры, на том основании, что периметры подобных много- 
угольников относятся, как диаметры вписанных и описанных 
кругов. 

2) Треугольные пирамиды равной высоты относятся, как ос- 
нования (предложение 5 книги ХП). Здесь Аи В — объёмы пи- 


рамид, а и 6 — площади их оснований, Р@) — объём суммы вхо- 
дящих, а ©“) — выходящих призмочек. 


1 
3) Конус равен 3 цилиндра, имеющего с ним одни и те же 


высоту и основание (предложение 10 книги ХП). Здесь А — объём 
конуса, В—объём цилиндра, Р®) и 0”) суть соответственно объёмы 


вписанной и описанной около конуса пирамид, а Р@ и 0} — 


объёмы вписанной и описанной около цилиндра призм. 

4) Конусы и цилиндры с одной высотой относятся, как ос- 
нпования (предложение 11 книги ХИП). 

5) Подобные конусы и цилиндры находятся в тройном отно- 
шении диаметров их оснований (предложение 12 книги ХИ]. 

6) Сферы находятся в тройном отношении их диаметров 
(предложение 18 книиги ХП). 

Тем же методом Архимед доказывает, что площадь эллипса 
так относится к площади построенного на его большой оси круга, 
как малая ось к большой. 

В учебниках лежандрова типа, например в «Геометрии» Да- 
видова, эта форма метода исчерпывания применяется для дока- 
зательства: 

1) пропорциональности центральных углов и дуг, 

2) пропорциональности площадей прямоугольников с равными 
высотами и их оснований, ° 

3) пропорциональности отрезков, отсекаемых прямой на двух 
параллельных прямых, 

4) пропорциональности двугранных и линейных углов, 

5) пропорциональности объёмов параллелепипедов с равнове- 
ликими основаниями и их высот. 

С привлечением понятия предела евклидова форма метода 
исчерпывания превращается в следующую схему. 

бе сравниваемые величины Аи В заключаются между двумя 
парами значений переменных величин (), У и 5, Г так, чтобы 


И<А<У, 5<В<Г, 
причём имеет место пропорция: 
0:$ =а:6. 
Тогда из равенств 
Нш (= Ита\И, Нм5$ = Г 


следует, что общий предел И и У будет А, а общий предел 5$ 
и Г будет В. 
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В таком случае пропорция 
0:5 =а:6 
влечёт за собой равенства 
Ит О: На $ —=а:6, 
НПУ: На Г=а:6, 
откуда следует 
А:В=а:6. 
Отсюда легко получается принцип Гурьева: 


Если 
О<АХ<У, 


где А — некоторая постоянная, и 
Нш О = ВУ = С, 


А=С. 


то 


В более общей форме этот принцип может быть формули- 
рован так: 
Если 
И< <, 
где  — некоторая переменная величина, и 


Нт О —=НтУ =С, 
Иш И = С. 


то и 


Таким же образом можно получить теорему, что если отно- 
шение двух переменных И и $ будет равно а:8, то в том же 
самом отношении будут находиться и их пределы: 


Пт О: Нт $ =а:6. 
Первая архимедова форма метода исчерпывания 


У Архимеда метод исчерпывания подвергается дальнейшей 
ЭВОЛЮЦИИ. 

Пусть для заданной величины А построены два ряда прибли- 
жённых значений 

по недостатку: 


1 2 
РФ), Р®), ..., Р®,... 
и по избытку о) я 
Сл’, Сл’, воеу Чл’... 


У Евклида предполагается, что может быть исчерпана раз- 
ность А — 2%, Архимед же предполагает возможность исчерпа- 
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ния разностей ОМ —Р®. Такие же два ряда приближений 
строятся для другой величины В: 


Ю@), Ю®), . Ю(7, ... (По недостатку), 
$0, $8), и. $7, ... (по избытку). 


Обнаруживается, что для всякого п можно подобрать такое 
т, чтобы имели место неравенства: 


РА), 0 $9, 


откуда затем и выводится равенство А == В. 

По этой схеме Архимед доказывал, что круг равновелик 
треугольнику с основанием, равным длине окружности, и с вы- 
сотой, равной радиусу. 

В данном случае А есть площадь круга, В — площадь тре- 
угольника, РИ и [94 суть ° площади вписанного и описанного 


правильных многоугольников Юп) И $ — площади треугольников 


с основаниями, равными соответственно периметрам первого и 
второго многоугольников, и с высотой, равной радиусу. 

Тем же способом Архимед в книге «О шаре и цилиндре» 
определяет боковые поверхности конуса и цилиндра, а также 
объём шара. 


При употреблении терминологии теории пределов этот метод 
принимает следующий вид. 


Если 
И<А<УИ, $5<В<Т 


И<$ < Т<Уу 


и из равенства пределов для И и У следует равенство пределов 
длЯ хи Г, то 
А=В. 


Вторая архимедова форма метода исчерпывания 
В этой форме Архимед попрежнему исходит из неравенств 
В <= 0, 
Ри”) < В 04", 


но выбирает Р и О так, что они представляются в виде сумм 
членов «т, убывающих по мере возрастания т: 


Ра — ат) т... а(т) |, 
На... а, а, 


так что разность 0”) — Р/) может быть сделана сколь угодно 
малой. 
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Этот метод Архимед применяет при определении объёма 
коноида (тела, получающегося от вращения параболы около её 
оси); в этом случае а представляют объёмы цилиндров, входя- 


щих и выходящих за поверхность параболоида, а р И О) — 


цилиндры, равновеликие суммам этих элементарных цилиндров; 
что же касается ВБ, то под этим подразумевается объём цилиндра, 
основание которого есть основание коноида, а высота равна по- 
ловине высоты коноида. Этот же метод применяется при опре- 
делении плошади архимедовой спирали. 

В современной школьной литературе этот метод применяется 
в так называемой «чёртовой лестнице», служащей для доказа- 
тельства равновеликости двух пирамид с равными высотами и 
равновеликими основаниями; единственная разница заключается 
в ТОМ, что в СОВременных доказательствах избегается то сумми- 
рование, которое для Архимеда было необходимым. 

При введении понятия о пределе этот метод приводит к ос- 
новной идее интегрального исчисления, а именно к представле- 
нию величины А в виде предела суммы бесконечно большого 
числа бесконечно малых элементов. 


Третья архимедова форма метода исчерпывания 


В третьей форме метода исчерпывания, применяемой Архн- 
медом при определении плошади параболического сегмента, 
искомая величина определяется в результате получаемых сум- 
мированием последовательных приближений, всё ближе и ближе 
подходящих к определяемой величине. В нашей современной 
форме этод метод равносилен получению суммы бесконечно 
убывающего ряда, который в рассматриваемом случае есть не что 
иное, как бесконечно убывающая геометрическая прогрессия. 


| 


КОММЕНТАРИИ К КНИГЕ ХШ 


1. Другая форма предложения 5. В некоторых манускрип- 
тах после предложения 5 следует в качестве 6-го нижеприводи- 
мое, которое в других манускриптах помешено после 6-го. 
У Гейберга оно дано в прибавлении к [\ тому. 

«И наче. 

Если прямая линия разделена в крайнем и среднем отноше- 
нии, то будет, что как вместе взятые вся <прямая> и больший 
отрезок ко всей, так и вся к большему отрезку. ‚ 

Пусть некоторая прямая АВ разделена в крайнем и среднем 
отношении в С, и пусть болыпим отрезком будет АС; я утвер- 
ждаю, что будет как вместе взятые ВА, 

АСк АВ, так и ВАк АС (черт. 1). —_—_—_ 

Действительно, отложим АД равной АД А с в 
АС; я утверждаю, что будет как ВОк ВА, 
таки ВА к АС. Действительно, поскольку 
АВ разделена в С в крайнем и среднем отношении и больший отре- 
зок есть АС, то, значит, будет, что как ВА к АС, таки АС к СВ. 
Но АС равна ОА; значит, будет, что как ВА к АР, так и АС 
к СВ; обратно, значит, будет, что как ДА к АВ, так и ВС к СА; 
«присоединяя», значит, будет как ОВ к'` ВА, так и ВА к АС. Но 
РА равна АС; значит, будет, что как вместе взятые ВА, АС к АВ, 
так и ВАк АС. И поскольку доказано, что как ОВ к ВА, так и 
ВА к АС, и СА равна ДА, то, значит, будет, что как ОВ к ВА, 
так и ВА к АД. И, значит, ОВ разделена в А в крайнем и сред- 
нем отношении, и большим отрезком будет первоначальная пря- 
мая АВ, что и требовалось доказать». 

Изложенное доказательство интересно в том отношении, что 
представляет перевод на язык пропорций первоначального дока- 
зательства, которое выражалось при помощи плошадей. 

2. Добавление к первым пяти предлежениям книги ХШ. 
В большинстве манускриптов «Начал» за первыми пятью предло- 
жениями следует детальный логический разбор их доказательств, 
который в издании Гейберга помещён в прибавлении к ТУ тому. 


Черт. 1. 


«Что такое анализ и что такое синтез 


Анализ есть взятие искомого как допустимого путём после- 
довательного <вывода, приходящего» к чему-нибудь, признавае-- 
мому за истинное. 
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Синтез же, есть взятие допустимого, из которого путём по- 
‹ледовательного «вывода получается нечто», признаваемое за ис- 
тинное. 


Анализ и синтез предложения 1 без чертежа *) 


Пусть некоторая прямая АВ разделена в С в крайнем и сред- 
нем отношении, и пусть больший отрезок будет АС; отложим АР 
равной половине АВ; я утверждаю, что квадрат на СР будет 
в пять раз больше квадрата на АЛ. 

Действительно, если квадрат на СО будет в пять раз больше 
квадрата на ОА, квадрат же на СО представляет квадраты на СА, 
АР вместе с удвоенным прямоугольником между СА, АР, то, 
значит, квадраты на СА, АЛ вместе с удвоенным прямоугольни- 
ком между СА, АР будут в пять раз болыше квадрата на Ар; 

значит, «выделяя», квадрат на СА вместе 
р д с В с о Удвоенным прямоугольником между 
4 СА, АД будет в четыре раза больше 
квадрата на АД. Но удвоенному прямо- 
Черт. 2. угольнику между СА, АД равен прямо- 
угольник между ВА, АС (ибо ВА в два 
раза больше АД}, квадрату же на АС равен прямоугольник между 
АВ, ВС (ибо АВ разделена в крайнем и среднем отношении); зна- 
чит, прямоугольник между ВА, АС вместе с прямоугольником 
между АВ, ВС будут в четыре раза больше квадрата на АР. Но 
прямоугольник между ВА, АС вместе с прямоугольником между 
АВ, ВС представляют квадрат на АВ. Значит, квадрат на АВ 
будет в четыре раза больше квадрата на АР. Но он и есть, ибо 
АВ есть удвоенная 40. 


Синтез 


Теперь, поскольку квадрат на АВ в ‹етыре раза больше квадрата 
на АО, но квадрат на ВА есть прямоугольник между ВА, АС 
вместе с прямоугольником между АВ, ВС, то, значит, прямоуголь- 
ник между ВА, АС вместе с прямоугольником между АВ, ВС 
будут в четыре раза больше квадрата на АР. Но прямоугольник 
между ВА, АС равен удвоенному прямоугольнику между РА, АС, 
прямоугольник же между АВ, ВС равен квадрату на АС; значит, 
квадрат на АС вместе с дважды прямоугольником между ОА, АС 
будет в четыре раза больше квадрата на ОА; так что квадраты 
на ОА, АС вместе с дважды прямоугольником между ДА, АС бу- 
дут в пять раз больше квадрата на ОА. Квадраты же на ДА, 
АС вместе с дважды прямоугольником между ДА, АС суть квад- 
рат на СО. Значит, квадрат на СР в пять раз больше квадрата 
на /)А, что и требовалось доказать. 


*) В действительности вывод сопровождается очень простым 
чертежом (см, черт. 2). 
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Анализ и синтез предложения 2 без чертежа 


Пусть прямая СО будет в квадратах в пять раз больше сво- 
его отрезка 2; положим, что удвоенная ДА будет АВ; я утвер- 
ждаю, что АВ разделена в крайнем и среднем отношении в точке С 
и большим отрезком будет АС, которая представляет остаток перво- 
начальной прямой (черт. 3). 

Если АВ разделена в крайнем и среднем отношении в Си 
больший отрезок будет АС, то, значит, прямоугольник между АВ, 
ВС будет равен квадрату на АС. Но прямоугольник между ВА, 


р А с В 
ИЕ 


Черт. 3. 


АС равен также удвоенному прямоугольнику между ДА, АС 
(ибо ВА в два раза больше 4/0); значит, прямоугольник между 
АВ, ВС вместе с прямоугольником между ВА, АС, что представ- 
ляет квадрат на АВ, будут равны дважды прямоугольнику 
между 0А, АС вместе с квадратом на АС. Но квадрат на АВ 
в четыре раза больше квадрата на ОА; значит, и дважды прямо- 
угольник между ДА, АС вместе с квадратом на АС будут в че- 
тыре раза больше квадрата на АП; так что и квадраты на ДА, 
АС вместе с дважды прямоугольником между ДА, АС, что. пред- 
ставляет квадрат на СО, будут в пять раз больше квадрата на ДА. 
Но так и есть. 


Синтез 


Теперь, поскольку квадрат на СЛ в пять раз больше квад- 
рата на ДА, квадрат же на СО представляет квадраты на ДА, АС 
вместе с дважды прямоугольником между ДА, АС, то, значит, 
квадраты на /)4А, АС вместе с дважды прямоугольником между 
РА, АС будут в пять раз больше квадрата на ДА. «Выделяя», 
дважды прямоугольник между ОА, АС вместе с квадратом на АС 
будут в четыре раза больше квадрата на АЛ; но также и квад- 
рат на АВ в четыре раза больше квадрата на АО; значит, два- 
жды прямоугольник между ОА, АС, который представляет один 
раз взятый прямоугольник между ВА, АС, вместе с квадратом 
на АС будут равны квадрату на АВ. Но квадрат на АВ есть прямо- 
угольник между АВ, ВС вместе с прямоугольником между ВА, АС; 
значит, прямоугольник между ВА, АС вместе с прямоугольником 
между АБ, ВС будут равны прямоугольнику между ВА, АС вместе 
с квадратом на ЛС; и, значит, после отнятия общего прямоуголь- 
ника между ВА, АС остающийся прямоугольник между АВ, ВС 
будет равен квадрату на АС; значит, будет как ВА к АС, так 
АС к СВ. Но ВА больше АС; значит, и АС больше СВ; значит, 
АВ разделена в С в крайнем и среднем отношении, и большим 
отрезком будет АС, что и требовалось доказать. 


19 Евклид, т. 
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Анализ и синтез предложения 3 


Пусть прямая АВ разделена в точке С в крайнем и среднем 
отношении и АС будет болылим отрезком, а СР — половиной АС; 
я утверждаю, что квадрат на ВО будет в пять раз больше квад- 
рата на СДО (черт. 4.). 

Действительно, если квадрат на ВО в пять раз больше квад- 
рата на СО, квадрат же на ОВ есть прямоугольник между АВ, ВС 

вместе с квадратом на ОС, то, значит, 


А р [А В прямоугольник между АВ, ВС вместе с 
——_________ квадратом на ОС будут в пять раз боль- 
Черт. 4. ше квадрата на /2С; значит, «выделяя», 


прямоугольник между АВ, ВС будет 
в четыре раза больше квадрата на ОС. Прямоугольнику же между 
АВ, ВС равен квадрат на АС, ибо АВ разделена в С в крайнем 
и среднем отношении. Значит, квадрат на АС будет в четыре 
раза больше квадрата на ДС. Но так и есть, ибо АС есть удвоен- 
ная ПС. 


Синтез 


Поскольку АС есть удвоенная ОС, то квадрат на*АС в че- 
тыре раза больше квадрата на ШОС. Но квадрату на АС равен 
прямоугольник между АБ, ВС; значит, прямоугольник между АВ, 
ВС будет в четыре раза больше квадрата на ДС. Значит, «при- 
соединяя», прямоугольник между АВ, ВС вместе с квадратом на 
ОС, что составляет квадрат на ДВ, будут в пять раз больше квад- 
рата на ОС, что и требовалось доказать. 


Анализ и синтез предложения 4 


Пусть прямая линия АВ разделена в С в крайнем и среднем 
отношении, и пусть больший отрезок будет АС; я утверждаю, 
что квадраты на АВ, ВС будут в три раза 


больше квадрата на АС (черт. 5). А с В 
Действительно, если квадраты на АВ, ВС т = 
в три раза больше квадрата на АС, но квад- Черт. 5. 


раты на АВ, ВС представляют дважды пря- 

моугольник между АВ, ВС с квадратом на АС (предложение т 
книги 1), то, значит, дважды прямоугольник между АВ, ВС вместе 
с квадратом на АС в три раза больше квадрата на АС; значит, 
«выделяя», дважды прямоугольник между АВ, ВС будет в два 
раза больше квадрата на АС; так что прямоугольник между АВ, 
ВС равен квадрату на АС. Но так и есть, ибо АВ разделена в С 
в крайнем и среднем отношении. 


Синтез 


Поскольку АВ рассечена в С в крайнем и среднем отноше- 
нии и наибольший отрезок есть АС, то, значит, прямоугольник 
между АВ, ВС равен квадрату на АС; значит, дважды прямоуголь- 
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ник между АВ, ВС будет вдвое больше квадрата на АС; значит, 
«присоединяя», дважды прямоугольник между АВ, ВС вместе 
с квадратом на АС будет втрое больше квадрата на АС. Но дважды 
прямоугольник между АВ, ВС вместе с квадратом на АС пред- 
ставляет квадраты на АВ, ВС (предложение 7 книги П); значит, 
квадраты на АВ, ВС втрое больше квадрата на АС, что и требо- 
валось доказать. 


Анализ и синтез предложения 5 


Пусть некоторая прямая АВ будет разделена в С в крайнем 
и среднем отношении, и пусть наибольший отрезок будет АС; 
отложим АД равной АС; я утверждаю, что ОВ рассечена в А 
в крайнем и среднем отношении и наи- 


больший отрезок есть АВ (черт. 6). И) А с В 
Действительно, если ОВ разделена нм 
в А в крайнем и среднем. отношении и Черт 6 


АВ наибольший отрезок, то, значит, бу- 

дет, что как ОВ к ВА, так и ВА к АО.Но АР равна АС; значит, 
будет, что как ОВ к ВА, так и ВА к АС; значит, «переворачивая» 
(предложение 19 книги У, следствие), — как ВО к ЛА, так и АВ 
к ВС; значит, «выделяя» (предложение 17 книги У),— как ВА 
к АД, так и АС к СВ Но АР равна АС; значит, будет как ВА 
к АС, таки АС к СВ. Но так и есть; ибо АВ разделена в С 
в крайнем и среднем отношении. 


Синтез 


Поскольку АВ разделена в С в крайнем и среднем отноше- 
нии, то, значит, будет как ВАк АС, таки АС кСВ. Но АС равна АР; 
значит, будет как ВА к АР, так и АС к СВ; значит, «присоединяя» 
(предложение 18 книги У),—как ВО к РА, так и АВ к ВС, значит, 
«переворачивая» (предложение 19 книги У, следствие),— как ОВ 
к ВА, так и ВА к АС. Но АС равна АР; значит, будет как ОВ 
к ВА, так и ВА к АД. Итак, ОВ разделена в Ав крайнем и сред- 
нем отношении и наибольший отрезок есть АВ, что и требова- 
лось доказать». 


К этим пяти предложениям нужно сделать несколько заме- 
чаний. 

То, что эти предложения представляют позднейшую интерпо- 
ляцию, не может вызывать никаких сомнений, но во всяком слу- 
чае это очень ранняя интерполяция, появившаяся ещё до теонов- 
ской редакции «Начал». Гейберг высказал предположение, что 
эти пять теорем представляют остаток ранних аналитических ис- 
следований Евдокса или Теэтета, вкравшийся в основной текст 
с полей какой-нибудь копии «Начал». 

Относительно характера этих предложений нужно, во-первых, 
отметить их крайнюю алгебраичность; по существу их адэкватный 


19* 
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перевод мы получили бы, если бы выбросили все эти «квадраты 
на» и «прямоугольники между», а писали бы просто: АВРи АВ.ВС. 

Во-вторых, очень интересно употребление в их тексте тер- 
минов «присоединяя» (соуфёу®) и «выделяя» (81=\0ут), равносильных 
нашим производным пропорциям со сложением или вычитанием. 
Только в тексте предложения 9 они употребляются в том же 
самом смысле, что и в основном тексте Евклида, в других же 
местах они употребляются в смысле нашего «прибавим (или вы- 
чтем) поровну к обеим частям равенства». Такой не вполне уста- 
новившийся смысл термина характерен или для ранней поры, 
когда термин только-только входит в употребление, или, наобо- 
рот, для очень поздней, характеризуемой известным разложением 
строгости терминологии. Так как эти предложения вошли в текст 
Евклида сравнительно рано, то, может быть, яравильным является 
предположение Гейберга о принадлежности их Евдоксу или Теэ- 
тету (вероятнее, конечно, последнему, ибо термины «анализ» и 
«синтез» определённо указывают на школу Платона). Кстати, гре- 
ческий текст определений анализа и синтеза явно испорчен (в 0со- 
бенности определение синтеза); чтобы восстановить смысл, при- 
лось сделать несколько вставок в определение анализа; восста- 
навливать же точный текст определения синтеза представляет 
явно безнадежное дело (И. В.). 

3. Синтез и анализ в античном понимании. Смысл термина 
анализ подвергался с течением времени существенной эволюции. 

Бесспорно, что раньше его понимали в том смысле, который 
он имеет в выражениях «Анализ бесконечно малых», «Химиче- 
ский анализ», т. е. в смысле изучения целого с помощью разло- 
жения на части или на элементы. 

Ему противополагался синтез, как получение целого путём 
соединения элементов. В этом смысле понятие синтеза встре- 
чается и у Аристотеля. 

Это — два привма изыскания истин и соответствующих ИМ 
типов изложения; в то время как анализ восходит от следствий 
к причинам, синтез идёт в обратном направлении — от причин 
к следствиям. 

Но у Евклида понимание анализа и синтеза другое: это — 
приёмы ведения доказательства, различающиеся более по форме, 
чем по существу. 

Его определение: «Предположение доказывается аналитиче- 
ски, если искомое принимается за известное и на основании 
выведенных отсюда следствий получается известная истина; 
наоборот, оно доказывается синтетически, если с помощью из- 
вестных истин доходим до искомой». 

Но это определение порождает большие недоразумения. Ещё 
Аристотель заметил, что из ложного положения можно вывести 
истинные положения. Отсюда должно было бы следовать, что 
анализ Евклида — приём неправильный. Однако неудачной у Ев- 
клида является только формулировка, сама же сущность евкли- 
довых приёмов хорошо разъясняется примерами из его «Начал». 
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В анализе от тождества А =0 он идёт к ему эквивалентному 
В —=0, которое в свою очередь заменяется эквивалентным С =0 
и так далее, пока не приходит к О ==0, эквивалентному каждому 
из предыдущих и верному уже на основании ранее доказанного. 

В синтезе та же цепь тождеств развёртывается в обратном 
порядке, начиная с 2—0 и кончая А —=0. Но суждение-причина 
и суждение-следствие у самого Евклида являются всегда эквива- 
лентными. 

Приём Евклида можно иллюстрировать примером из совре- 
менной алгебры: 

Уравнение вида / —=0, а именно 


а-я — Пр --- (2 — 2—0 
эквивалентно (при х, у вещественных) следующей системе урав- 
нений: 
ж-н(у— 18 ==0, 
ру я-- 2 — 20. 


Обозначив левые части этих уравнений через В1 и Во, мы 
можем от В; =0, В, =0 перейти к системе вида 


С ==0, Со —= 0, в С. =0, 
т. е. в настоящем случае к 
х=0 у—1=0, ж--л2—=0, х--2у—2=0, 


а затем к х=0, у=1, идя по следующей схеме (черт. 7). 

Отметим, что при таком понимании анализа он выступает 
как изучение целого путём разложения его на части, проти- 
воположнэстью которого является син- 


тез, соединяющий части воедино. Говоря д 

А —=0, мы говорим то же, что говоря В == 0, 

В. =0, так что первое суждение (А) за- 

ключает в себе суждения (В\1) и (В.) или 

слагается из (В\) и (В2) и при этом только 7, 6, 


из (В) и (В»). Переход от (А) к (В\), (В+) 
является своего рода разложением. 
В предложении 1 книги ХШ раскры- 


вается смысл понятий анализа и синтеза С 
6, С, (; 4 
у Евклида. 
Если прямую АВ в точке С разделить Черт. 7. 


в крайнем и среднем отношении, то квад- › . 
рат, построенный на прямой АР, составляющей половину даннои, 
и большем отрезке АС, равен пять раз взятому квадрату, по- 
строенному на этой половине. 
В современной символике это выглядит так: 
Дано 
(@— ха-==42; 
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требуется доказать, что 


— х —Э — . 
(5 т |5) 
Аналитическое доказательство: 
а 2 2 
(+=) = ). 


я + (5) 


52| ® в > 
и 
г 


, 
— 
© 
< 

| 
> 
Ри 
. г 


| 
Сл 
>. 


Последнее же равенство удовлетворяется, если 


х2—=а (а — д), 
ибо 


а\2 
а(а—х,Гах—=4 (5) 


9 — а 2 
„= (3) 


42 — а?. 


ИЛИ 


что приводится к тождеству 


Синтетическое доказательство состоит в том, что предыду- 
щее тождество обратным процессом преобразуют в ему эквива- 
лентные пока не доходят до (2). 

О синтезе и анализе Папп в своих «Математических собра- 
ниях» 1) говорит следующее: 

«Анализ — это метод, в котором искомое предполагают как 
данное и извлекают следствия, относящиеся к чему-либо данному, 
которое ведёт к синтезу. 

При решении рассматривается искомое, как уже найденное, 
и исследуется, из чего оно прежде всего следует. Затем из чего 
это последнее следует и так далее, пока при этом продвижении 
назад не получится то же, что дано или может быть положено 
в основание. 

При синтезе в конце оперируют с тем, что при анализе 
прежде всего получается, и в естественном порядке заставляют 
следовать то, что из него вытекает, пока не достигают искомого. 
Это называется синтезом. Но при этом анализ двоякого рода: 
теоретический, ищущий правильность предложений, и пробле- 
матический, ишущий решение задач. 


1) Введение к седьмой книге «СоПесолез таШетайсае», изд. 
НисЬ, уо]. П, 1875. 


К КНИГЕ ХШ 295 


В теоретическом анализе полагают истинным предложение, 
которое исследуют, и выводят из него следствия, пока не дойдуг 
до истинного или ложного предложения. Если верно первое, то 
верно и высказанное предложение и доказательство идёт в 0б- 
ратном порядке анализа. Если неверно, то то же относится и 
к исходному предложению. 

В проблематиче‘ком анализе искомое принимается, как из- 
вестное, и приходят согласно тому, что правильно следует из 
другого, к чему-то известному. Если это есть нечто возможное, 
что можно представить тем, что математики называют данным, 
то предложенная задача может разрешиться, и доказательство 
идёт по пути, обратному анализу. Если приходят к чему-либо 
явно невозможному, то задача невозможна. 

Диоризм — это определение того, можно ли, и если можно, 
то как и сколькими способами получить достаточное для реше- 
ния какой-либо задачи». 

Неправильно было бы понимать анализ Паппа, как восхож- 
дение к причинам так, как это теперь понимается. Эго уже видно 
из разъяснения Паппа, относящегося к теоретичегкому анализу. 
Доказательство приведением к абсурду, идушее от причан 
к следствиям, по мнэнию Паппа есть анализ, так как идёт от 
недоказанного предложения, предполагая его верным. Прямое же 
доказательство по схеме теоретического ачализа Папп мог пони- 
мать только в евклидовом смысле. В сущности, как следует из 
примеров, приводимых Паппом для пояснения этих определений, 
различие у него сводится к тому, что при синтезе неизвестное 
определязтся рядом операций над известными элементами, при 
анализе же обг:аруживается, что результат операций над неиз- 
вестными элементами и известными представляет известное и 
уже отсюда определяется. 

Папп видит аналитический метод в «Данных» и «Поризмах» 
Евклида, в «Сечениях», «Касаниях» и «Кониках» Аполлония, 
в трудах Эратосфена. Примеры анализа (решения с помощью 
составления уравнения и его решения) находим у Архимеда. 

Во второй книге «О шаре и цилиндре», главным образом 
в задаче Зи в предложении 5, Архимед приравнивает величины 
друг с другом, не различая, даны ли они или неизвестны, и при- 
ходит, прилагая предложения, которые основываются на свойст- 
вах сферы и конуса, к пропорции, которая, переведённая на ал- 
гебраический язык, должна непосредственно дать уравнение 
третьей степени, от которого зависит решение задачи. При таком 
понимании термина «аналитический» всякая алгэбраическая гео- 
метрия может быть названа аналитиче”кой. 

4, Аналитическое и синтетическое изложение доказатель- 
ства. Рассмотрим аналитическое и синтетическое решения задачи 
Паппа 1). 


—. 


1) К1асе!|, Матетайзспез Убиегрисн. 
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Даны по величине и положению круг РММ и отрезок пря- 
мой АВ (черт. 8). | 

Требуется найти на окружногти круга точку Р такую, 
чтобы точки пересечения М и М л- 
ний АР и ВР е окружностью лежа- 
ли на прямой ММ, параллельной АВ. 


Аналитическое изложение решения 


Задача будет решена, если мы бу- 
дем знать АО — отрезок, отсекломый 
на АВ касательной в точке М к ок- 
ружности. Следовательно, надо опреде- 
лить 40. 

Треугольник АМО подобен АРВ, 
так как угол О равняется углу ММО 
(вследствие параллельности АВ и ММ, 
а последний в свою очередь будет рав- 

Черт. 8. няться углу АРВ (как опирающийся на 
одну и ту же дугу ММ); наконец, угол 
А в обоих треуголь никах общий. Отсюда 


АВ: АР= АМ: АО 
АВ. АО— АР.АМ. 


Стоящее в правой части произведение АР. АМ будет равно 
квадрату касательной АС, проведённой из точки А к окружно- 


ИЛИ 


сти МР№: 
АВ. АО = АС, 
что вполне определяет С 
АС? 
АО — дв’, 


которая таким образом может быть построена. 


Синтетическое изложение решения 
Проводим касательную ВР к окружности. Тогда 
ВР:ВО = ВР: ВМ, 
ВР:ВМ = ВР*:ВГ*. 
Точно так же получаем: 
АР: АМ = АР?::; АС?. 


откуда 


Вследствие параллельности ММ и АВ 
АР: АМ = ВР: ВМ, 
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поэтому АР?: АС? — ВР?2: ВР? 


АР: АС — ВР:ВР. 


И 


Отсюда следует, что надо строить треугольник АРВ, сто- 
роны которого АР и ВР находятся в данном отношении, а вер- 
шина Р лежит на данной окружности. Точка Р получается, как 
пересечение последней с окружностью, являющейся геометри- 
ческим местом точек с данным отношением расстояний от двух 
точек А и В. 

5. Евклид и Геродот. Геродот, описывая во второй книге` 
своих «Историй» Египет и пирамиды, характеризует пирамиду 
Хеопса следующей несколько загадочной фразой (П, 124): 


$16 Ест, пут) ВЁТотоУ 2ластоу- 
У нее (т. е.у пирамиды) есть повсюду метоп каждый 
9 хто пАЕФоа вобстс Тетра фуоо ха 
восемь плетров, являющейся квадратной, и 
006 {с 0у 
высота равная. 


При взгляде на эту фразу бросается в глаза неловкость- 
постановки СЛОВ :0501$ тетряуфуси, которые согласованы с “< 
(у нев, являющейся квадратной): слишком далеко они отстоят от 
определяемого слова. В своём переводе Геродота Ф. Г. Мищенко- 
просто выбросил эти слова, считая, очевидно, это место испор- 
ченным и передал рассматриваемый текст так: 

«Каждая из четырех сторон её имеет восемьсот футов длины 
и столько же высоты». 

В латинском переводе, сопровождающем издание 0140, это 
место читаелся так: 

«Форма её квадратна; каждая сторона измеряется восемью. 
стами футов; высота тех же размеров». . 

Против таких переводов можно сделать следующие возра- 
жения: 

1) Греческое слово шёт®поу (буквально — что находится между: 
глазами) — лоб, передняя часть — не может пониматься как 
«сторона». В архитектуре метопами назывались промежутки 
между триглифами, заполнявшиеся скульптурными композициями. 
Это слово определённ>» надо понимать в смысле «грань», как, 
повидимому, и делает Мищенко. 

2) Греческая мера «плетр» употребляется в двух смыслах. 
С одной стороны, это мера длины, равняющаяся 100 едини-- 
цам (большей частью футам); с другой,— это мера площади, 
равняющаяся 100 100 квадратных единиц (большей частью- 
кв. футов). 

Кроме этих возражений филологического характера можно- 
сделать следующие замечания уже по существу: 
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3) Длина стороны Хеопсовой пирамиды равняется 440 цар- 
ских локтей по 28 дюймов. Считая, что фут равняется 12 дюй- 
мам, мы при переводе её длины в плетры получаем: 


440 Ж 21/5 


100 — 10,3 плетра, 


т. е. около 256/) ошибки. 

4) Высота пирамиды равна 280 царских локтей, апофема 
боковой грани — приблизительно 356 царских локтей; ни та ни 
другая не могут равняться стороне основания. 

Можно удовлетворить всем этим возражениям, если пони- 
мать рётюпоу именно как «грань». Площадь этой грани будет 
равняться 356 Х 220 == 78 760 кв. локтей, что очень мало отли- 
чается от 80 000, т. е. от восьми плетров. С другой стороны, 
кзадрат высоты будет 280 Ж 280 — 78 400, что тоже очень близко 
подходит к величине площади боковой грани, так что нам уже 
пе придётся искать дополиения к слову «равная» для высоты. 
Недостающий же для такого перевода «квадрат» мы легко мо- 
жем получить из отброшенных в переводе Мищенко слов #06616 
7:127/Фубо, которые явно стоят не на своём месте. Таким обра- 
зом, если мы хотим реконструировать это место так, чтобы оно 
удовлетворяло и грамматике и действительности, то мы должны 
читать его примерно так: 


^ э ` — . ` ` 
776 507, гаут// ВЕТФГОУ 2%9990у олт® 
пАёса тф тетоо]фую @по 01506 (60, 


что в переводе будет соответствовать следующему: 

«У неё повсюду каждая грань составляет восемь плетров и 
равна квадрату на высоте». 

Это место Геродота представляет большой интерес и само 
по себе. Так как время путешествия Геродота определяется 
-455—447 годами до н. э. (см. С. Я. Лурье, Геродот, М. —Л., 
1947, стр. 15), то, во-первых, мы имеем точно датируемое и при- 
том самое раннее документальное свидетельство, касающееся 
истории греческой математики и связи последней с Египтом. 
Во-вторых, мы имеем доказательство, что египтяне эпохи Геро- 
дота умели квадрировать площади прямолинейных фигур и что 
греки (один из них — Геродот) получили соответствующие по- 
знания из Египта. В-третьих, если рассматривать треугольник, 
гипотенузой которого является апофема боковой грани, верти- 
кальным катетом — высота пирамиды, а горизонтальным — поло- 
вина стороны основания, то легко видеть, что апофема так от- 
носится к высоте, как высота к половине длины основания, а 
в этом, между прочим, лежит зародыш принципа золотого се- 
чения, или деления в крайнем и среднем отношении, которое 
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также дояжно было быть известно египтянам около 450 г. 
до Н. э. *). 

Теперь посмотрим, какое место занимает золотое сечение 
в «Началах» Евклида. Прежде всего нужно отметить, что оно 
встречается в двух формах, разница между которыми почти 
пеощутима для нас, но была очень существенной в глазах гре- 
ческого математика \/--ГУ веков до н. э. Первая форма, прото- 
тип которой мы видели в Египте, является в книге П «Начал», 
а именно в предложении 11 вместе с вводящими его предложе- 
ниями 5 и 6; здесь золотое сечение определяется как такое, 
в котором квадрат, построенный на большем отрезке, равняется 
прямоугольнику на всей прямой и меньшем отрезке. Вторую 
форму *мы имеем в определении 3 книги УГ где золотое сече- 
ние определяется пропорцией — как вся прямая к большему 
отрезку, так и ббльший отрезок к меньшему — и называется 
делением в крайнем и среднем отношении; в этой форме золо- 
тое сечение могло быть известным только со времён Евдокса. 
Интересно отметить, что предложениям 5, би 11 книги П соот- 
ветслвуют предложения 27, 28 и 30 — шестой. Затем, предложения 
5 иб книги П разорвали связь между предложениями 4 и 7, 
соответствующими нашим формулам квадратов суммы и разно- 
сти: «та же фигура», о которой упоминается в предложении 7, 
строится в 4-м. 

В книге ХПГ золотое сечение является в обеих указанных 
формах, а именно в первой форме в предложениях 1—5 и во 
вгорой —в предложениях 8—10. Правда, в формулировке и 
в тексте доказательства 1—6 предложений встречаются слова 
«в крайнем и среднем отношении», в доказательствах есть неко- 
торые следы пользования пропорциями, но при внимательном 
чтении нетрудно заметить, что все эти места не связаны орга- 
нически с общим текстом и легко из него могут быть исклю- 
чены; всё доказательство по существу ведётся, исходя из равен- 
ства квадрата на большем отрезке прямоугольнику на всей прямой и 
меньшем отрезке. 

Затем в этих пяти предложениях в самом начале доказа- 
тельства мы встречаем интересную формулу: «ауот=12арю... 
ТЕт2буюуа... хай хазауетоафвю 10 сна». Это та же самая формула, 
которая встречается в предложениях 7 и 8 книги П; и эту 
«обычную фигуру» (15 судил — с членом 10) приходится искать 


*) Говоря это, я никоим образом не хочу утверждать, как 
это делают некоторые буржуазные «пирамидологи», что Хеоп- 
сова пирамида была построена по принципу золотого сечения. 
Если рассматривать все пирамиды в совокупности (а не только 
одну пирамиду Хеопса), то открыть принцип их построения не 
так уже трудно, но он не будет иметь ничего общего с золо- 
тым сечением. Следует различать, чтб видели в пирамидах егип- 
тяне эпохи Древнего Царства, и как их понимали египтяне во 
времена Геродота. 
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на очень далёком расстоянии от начала книги ХШ. Это совсем 
непохоже на Евклида, который всегда подробно описывает 
нужное для доказательства построение; исключение делается 
лишь в сравнительно редких случаях, когда построение несколько 
сложно и только что описано в предыдущей теореме; тогда 
Евклид говорит: хат1с%:093 1% абта — приготовим то же самое. 
Это сразу же наводит на мысль, что рассматриваемые пять 
предложений первоначально составляли одно целое с предложе- 
ниями 4, Ти 8 книги Пи были механически с небольшими по- 
правками перенесены Евклидом в книгу ХШ. Это впечатление 
ещё более укрепляется тем обстоятельством, что, как заметили 
уже многие комментаторы, начиная с Коммандино, при доказатель- 
стве указанных предложений вторая книга игнорируется пол- 
ностыо, а при её использовании доказательство могло бы быть 
произведено значительно проще (см. ниже комментарий 7). Более 
того, предложение 2 книги ХШ по существу равнозначаще 
геометрическому построению предложения 11 книги П. 

Всё это позволяет думать, что предложения 4, 7, 8 книги П 
и предложения |—5 книги ХПШ представляют остатки одно- 
го из самых древних в истории греческой геометрии доку- 
ментов, восходящего по всей вероятности к первой половине 
\ века и возникшего в пифагорейской школе на основании того 
материала, который был привезён из Египта. Сравнительную 
древность этого документа можно установить из того обстоя- 
тельства, что предложения 4 и 7 книги П служат в ней для 
доказательства обобщённой теоремы Пифагора [квадрат стороны 
против острого и тупого угла (предложения 12 и 13 книги П]}, 
которая, несомненно, была известна Гиппократу Хиосскому 
(она, — вернее, обратная ей теорема — применяется в его дока- 
зательстве квадратуры луночек). 

Возможно, что в со.тав этого же документа входили и пред- 
ложения 27 и 28 книги УГ где тоже встречается терминология 
«кала $1298 то «Йа», но только не в том виде, какой они имеют 
в настоящее время (использование теории подобия и пропор- 
ций); эти предложения могли быть изъяты из текста рассматри- 
ваемого докуменга и заменены в нём более частными предло- 
жечиями 5 и 6 книги П, которые Евклид вставил между пред- 
ложениями 4 и 7 этой же книги. Что касается предложений 1—5 
книги ХШ, то они, вероятно, занимали место предложения 11 
книги П, © которым по сушеству совпадает предложение 2 
книги ХШ (Я. В.). 

6. Книги Ши ХШ Евклида. Несмотря на то, что первые 
пять предложений книги ХИТ составляют одно целое с рядом 
предложений книги П, нужно отметить, что при непосредствен- 
ном использовании предложений книги П (в особенности предло- 
жения 11, которое и даёт построение золотого сечения) дока- 
зателоства были бы в отдельных случаях значительно проще. 

Построение предложения 11 книги П заключается в следую- 
щем: на прямой АВ, которую надо делить в крайнем и среднем 
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отношении, строим квадрат АВСЛ (черт. 9), делим АС пополам 
в Е, соединяем ВЕи откладываем Е/==ЕВ; на 4! строим квад- 
рат А/НО; точка @ и будет делить АВ в крайнем и среднем 
отношении. 

В свете этого построения доказательство первой теоремы 
книги ХШ выглядело бы так. Прямая ГА есть больший отрезок 
золотого сечения, а АЕ — половина дели- 
мой прямой. Требуется доказать, что 1 Н 
[Е = 5 АЕ. Имеем: 


[Е = ЕВ —= АВ? -|- АЕ? = 5АР^. 


@ 
Вторая теорема будет читаться так: А В 

если Е! разделена в А так, что ЕР = 5АЁЕ?, 

и АЕ= ЕС, то АГ будет большим отрезком 

прямой АВ, разделённой в крайнем и сред- р 

нем отношении. Имеем: 

ЕР ==5 АЕ? —= (2 АБ)? -- АЕ? — 
== АБ -1- АЕ? — ВЕ?, 
т [й А р 


откуда Е/= ЕВ. Тогда, согласно построе- Черт. 9. 
нию предложения 11 книги П, 4/= АЦ 
будет большим отрезком при делении в крайнем и среднем от- 
ношении прямой АВ, которая будет равна АС =2АБ. 

Для доказательства претьей теоремы мы могли бы рассуж- 
дать так. Пусть прямая АВ разделена в @ в крайнем и среднем 
отношении, и бблыний отрезок есть АС; тогда 


АС? — АВ.ВО, 
что можно переписать в виде 
А! = АС.ВС. 


Прибавляем к обеим частям по АС. АГ 


АС.АГ-- АГ? = АС.АГ-+- АС.ВО, 
СГ. АГ == АС?. 


Это значит, что прямая С/ разделена в А в крайнем и среднем 
отношении, причём АС есть наибольший отрезок. Но тогда, 
согласно первой теореме, 


/ 2 2 
ГЕ-БАВа, т. ©. (4+5) —=5 (=) | 


а это значит, что квадрат на меньшем отрезке ГА, сложенный 
с половиной большего отрезка АС, будет равняться упятеренной 
половине большего отрезка в квадрате, что и требовалось дока- 
зать. 
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Четвёртая теорема требует, чтобы сумма квадратов всей 
прямой и меньшего отрезка равнялась утроенному квадрату на 
большем отрезке. 

На основании предложения 7 книги П имеем: 


АВ? -- ВС? =2АВ.В@- АД?, 


но по свойству золотого сечения 
АВ ВС —= АС?, 


откуда и вытекает правильность нашей теоремы. 

Наконец, правильность пятой теоремы непосредственно 
вытекает из рассмотрения чертежа 9 (повторяющего соответст- 
вующий чертёж предложения 11 книги П. На нём прямые АВ 
и СГ разделены в крайнем и среднем отношении соответственно 
в точках С и А; в последнем делении прямая АВ = АС является 
большим отрезком, а больший отрезок АС —= АГ обращается 
в меньший отрезок при делении прямой С. 

Из предыдущего можно сделать тот вывод, что автору пред- 
ложений 1—5 книги ХШ не было известно построение предло- 
жения 11| книги П, а также, по всей вероятности, предложений 
бибкниги П, являющихся его необходимой предпосылкой (И..В.). 

7. Предложения 6—12 книги ХШ. Эти предложения, зани- 
мающие среднюю часть рассматриваемой книги, являясь по су- 

ществу планиметрическими, служат под- 


готовкой для предложений 13—18, явля- 
р А с В 
ющихся венцом как книги Х[Ш, так и 
Черт. 10 всего сочинения Евклида. 


Первое из них — шестое предложе- 

ние — устанавливает связь между золо- 

гым сечением и теэтетовыми иррациональностями книги Х «На- 

чал». Подлинность эгого предложения является весьма сомнитель- 

ной. Оно нужно при доказательстве предложения 17 и в самом 

важном, Ватиканском манускрипте, являющемся основным для 

установления подлинного текста Евклида, сопровождается на по- 
лях такой припиской: 

«Этой теоремы не имеется в большей части новых изданий, 
в более же старых её можно отыскать». 

Это замечание позволяет думать, что в новых, по всей ве- 
роятности, теоновских, изданиях эта теорема была исключена, 
как сомнительная. 

Далее в том же самом Ватиканском манускрипте есть схолия 
к предложению 17, которая воспроизведена Гейбергом в прило- 
жении к [\У тому его издания «Начал» (стр. 376). 

«Действительно, пусть рациональная «прямая» АВ будет разде- 
лена в С в крайнем и среднем отношении, и пусть больший 
<отрезок> будет АС. Приложим же АД — половину АВ (черт. 10). 
Рациональной, значит, «будет» и АР. И поскольку <квадрат> на 
СО в пять раз больше «квадрата» на ДА (предложение | кни- 
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ги ХШ), то, значит, СО, РА будут рациональными, соизмеримыми 
только в степени. Значит, АС «будет» вычетом. Но АВ рацио- 
нальна. «Квадрат» же на вычете, прилагаемый к рациональной, 
образует в качестве ширины вычет (предложение 97 книги Х); 
значит, ВС будет вычетом. Значит, каждая из АС, СВ есть вычет, 
сочетающаяся же с АС есть АД, с СВ же— Ср». 

Помещение этой схолии, по мнению Гейберга, было бы сс- 
вершенно излишним, если бы предложение 6 уже существовало. 

Далее следует отметить положение предложения 6. В Вати- 
канском манускрипте оно стоит между нашим предложением 5 
и помещённым в комментарии 1 «другим доказательством» пятого 
предложения; таким образом предложение 6 появилось позднее 
этого «другого доказательства», которое, как и все «другие до- 
казательства», уже было неподлинным. Далее, в Болонском ман}- 
скрипте это предложение в сильно искажённой форме помещается 
между книгами ХП и ХШ, представляя нечто вроде введения 
к первым пяти предложениям книги ХШ. 

Следующие шесть предложений касаются правильных много- 
угольников и по существу равнозначны нашим формулам для 
сторон правильных пятиугольника, квадрата и треугольника, 
голько порядок у Евклида в книге ХШ явля-тся обратным и на- 
шему и тому, который установлен в книге ТУ. В последней по. 
очереди рассматриваются треугольник, квадрат и пятиугольник; 
в тринадцатой же книге Евклид начинает с пятиугольника, про- 
пускает квадрат, как, вероятно, уже общеизвестный, и закаичи- 
вает треугольником (предложение 12, выводящее известную фор- 


мулу аз=7У`3 приблизительно так же, как это делаем и мы). 
Что касается предложений 7—11, то все они говорят о пятиуголь- 
нике. И выдвижение пятиугольника на п‹рвый план, и самая 
форма доказательств предложений 8—11 — определённо послеев- 
доксовская — ясно показывают, что эти предложения представляют 
нечто новое и вряд ли могут принадлежать Пифагору, которому 
иногда приписывается установление пентаграммы (звёздчато! о 
пятиугольника} в качестве символа пифагорейского союза. 

Из этих предложений 7 и 8 доказываются очень просго. 
Стоит отметить, что хотя в предложении 8 считается возможным 
вписать пятиугольник в круг (предложение 14 книги У), но само 
построение не описывается; более того, основное свойство, на 
котором оно основано — построение равнобедренного треуголь- 
ника, в котором углы при основании (72°) вдвое больше угла 
при вершине (362), — нигде ие используется. 

В предложении 9 впервые у Евклида появляется правильный 
десятиугольник, который в современной геометрии почти пол- 
ностью вытеснил пятиугольник. Соответствующее доказательство 
в современной формулировке мы воспроизвели бы так: 

Поскольку ВС сторона правильного десятиугольника (черт. [1), 
го угол СЕВ =: 36°, а углы ЕВС и ЕСВ равны каждый 72°. Да- 
лее, угол ЕСВ является внешним по отношению к равнобедрен- 
ному треугольнику ЕСО, в котором ЕС радиус, а СР — сторона. 
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шестиугольника; значит, каждый из углов СЕР и ЕОС будет по 
36°. Но тогда угол ВЕР, равный сумме углов ВЕС и СЕР, бу- 
дет 72° и треугольник ВОЕ будет подобен треугольнику ЕВС. 


/ А 
А 
9 
[й 
Н 
Черт. 12. 


«АКМ будем иметь: 


Отсюда 

СО--ВС _ ВЕ 

ВЕ — ВС’ 

т. е. прямая ВО разделена в С в крайнем 
и среднем отношении, причём большим 
отрезком служит сторона шестиуголь- 
ника СЛ, а меньшим — сторона десяти- 
угольника ВС. Отсюда легко опреде- 
ляется сторона десятиугольника: 


Чо 
| га, 
2 — 
а1о-| "40 == 78, 


У5—1, 


г / 22 т 
а0= — 5-Е и =. 


Десятое предложение позволяет нам 
получить алгебраическое выражение для 
стороны пятиугольника. Это предложе- 
ние, по Мнению некоторых авторов при- 
надлежащее Евдоксу, гласит, что квад- 
рат стороны правильного пятиугольника 
равен сумме квадратов сторон правиль- 
ных шестиугольника и десятиугольника. 

В современной форме доказатель- 
ство шло бы так (черт. 12). 

Пусть АВ — сторона пятиугольника, 
АК = КВ — сторона десятиугольника, 
ГУТ — биссектриса угла А/К. Тогда угол 
А1В = 72°, углы АВ] и ВА[ по 54°, угол 
ВМ = 36° -- 18° — 54° и треугольник 
[ВМ будет равнобедренным и подобным 
АВ, что даёт нам: 


Из этих равенств определяем АМ и ВМ: 


т: 
В ВМ` 
Далее, из подобия равнобедренных треугольников АВА и 
АВ _ АК 
АК АМ' 
2 
Ам=4К, ВМ 


АВ’ АВ’ 
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что после сложения дает: 


(АМ-- ВМ) АВ= АК? -1- ВР 


2 2 2 
а5 — 4-46. 


ИЛИ 


Отсюда 
2 — 
а = 6—2 5-м, 


== У 10—275. 


Одиннадцатое предложение устанавливает связь между сто- 
роной правильного пятиугольника и одной из теэтетовых ирра- 
циональностей, — так называемой «меньшей». 

Для понимания этого предложения необходимо напомнить 
несколько определений книги Х. 

Вычетом называется иррациональность вида 


квадрат которой не может быть выражен рациональной величи- 
ной. Линия У`В называется сочетающейся с данным вычетом, 
так как, добавляя её к псследнему, мы получаем прямую ТУ а, ко- 
торая по терминологии книги Х считается рациональной, даже 
если а не является полным квадратом (тогда по терминологии 
книги Х она будет рациональной только в степени). 

Вычеты делятся на классы в зависимости от того, будет ли 
линейно рациональным У‘а (первый и четвёртый вычеты), или 
У © (второй и пятый вычеты), или же ни один из них (третий 
и шестой вычеты). Дальнейшее деление устанавливается в зави- 
симости от того, будет ли разность а — 6 соизмерима с У а ли- 
нейно (первый, второй и третий вычеты), или же нет (три осталь- 
ных). В дальнейшем нас будет интересовать четвёртый вычет, 
определяемый как разность двух прямых Уа и У`Ь, разность 
квадратов которых @ — В не будет линейно соизмерима с Уа== Аг, 
где г — некоторая рациональная прямая. Его можно представить 
формулой 

п 
А, —= Р— АГ о, 
тп 
где подкоренное выражение не будет представлять точного квад- 
рата. 

Извлекая квадратный корень из четвёртого вычета, мы при- 
ходим к так называемой меньшей иррациональности, которая 
представляет выражение вида Ух — У’у, где УхиТу будут 
несоизмеримы даже в степени, но х--у будет рационально, тогда 


как произведение У’ху медиально. 


20 Евклид, т. И! 
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С нашей точки зрения мы провели бы доказательство так. 
Сторона пятиугольника выражается формулой. 


= У Ю—275. 


Если диаметр 2г будет рациональным, то, конечно, будет ра- 


о г 
циопальной и половина радиуса 5 Нам нужно представить 


У 10—27 5 в виде разности двух прямых У х—У у. 


Имеем: 
Ую—275=Ух—УУ, 
Ю— 2 5=х-у—2У ху; 
это равносильно двум уравнениям: 
х-- у=10, ху=5, 
решая которые находим: 


х=5--И5, у=5-У5. 
5 = (У5-У%— И5—У30). 


Мы видим, что: 


и УИ х= И5-— И2б и Иу=ИУ5—У20 будут несоизме- 


римы даже после возведения их в квадрат, 
2) х--- у= 10 — рациональна, 


ЗУ жу-=У (5-2 У5б) (5 — У 20) =У 5, что представляет ме- 
диальную площадь. 

Таким образом, сторона правильного пятиугольника действи- 
тельно является «меньшей» иррациональной. 

Точно так же нетрудно установить, что стоящее под знаком 


корня в формуле для а выражение 10—27 5 представляет чет- 
вёртый вычет. Действительно, первый член (10) рационален, что 
соответствует первому и четвёртому вычетам, разпость же квад- 


ратов 102 — (2 5)? =80 не представляет точного квадрата, что 
является свойством четвёртого, пятого и шестого вычетов. 

То, что с нашей точки зрения представляется достаточно 
лёгким делом, для Евклида было значительно труднее. Ход его 
рассуждений сводится к следующему. В пятиугольнике АВСОЕ 
(черт. 13), вписанном в круг с рациональным диаметром АН = 2АГ 
он проводит два перпендикулярных сторонам СР и ДЕ диаметра 


Следовательно, 


1 
и на одном из них откладывает К=- АГ. Нетрудно видеть, 


что ВА будет тоже рациональной. 
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Так как ВА? = ВМ. ВОС, то нам нужно будет показать, что ВМ 
является четвёртым вычетом; тогда ВА, как квадратный корень 
из произведения четвёртого вычета на рациональную прямую — 
принимаемый за единицу диаметр, необ- 
ходимо будет «меньшей» иррациональной. 


А 
Из подобия треугольников АСЕ и 
АМГ получаем: 
р ЕР 
[С:СА == МЕГА, 


2[С:СА=ЗМЕ(А= МГ: —. й 


р 6 
И 
СО:СМ = МГК Черт. 13. 


отсюда После составления производной пропорции со сложением 
и возведения в квадрат получаем: 


(рС--СМЯ _ МК? 

С М* [К° 
Но ОС как сторона правильного пятиугольника будет ббль- 
шим отрезком при делении АС в крайнем и среднем отношении. 


Это даёт нам [ поскольку см=“<\. 


й 


(рС-- СМ} = 5СМ?, 
откуда 


Далее, 
ВМ = ВК— МК. 


Мы видим, что ВМ является разностью двух отрезков, которые 
соизмеримы только в степени, т. е. вычетом, причём вследствие 
рациональности ВА или первым, или четвёртым. 

Для окончательного решения вопроса нам остается исследо- 


вать выражение 
ВК? — МК? — №. 
Но ВА? =5МКА?, М№—=4МК?; отсюда 
ВК?: №2 — 0:4, 


что не представляет отношения точных квадратов. Значит, № не 
будет линейко соизмерима с рациональной ВХ, а это равносильно 


20* 
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тому, что ВМ будет четвертым вычетом. Из этого же на основа- 
нии предложения 94 книги Х следует, что ВА, квадрирующая 


произведение ВМ.ВО, т.е. по нашим обозначениям ВА =у ВМ.ВО, 
будет «меныпей» иррациональной (И. В.). 

8. Другое доказательство предложения 18. В приложении 
к ГУ тому Евклида в издании Гейберга помещён следующий 
вариант заключительной части доказательства предложения 18 
{черт. 14): 

«Иначе, что МВ будет больше МВ. Действительно, поскольку 
АО вдвое больше ДВ, то АВ втрое больше ВО. Как же АВ к ВО, 
так и «квадрат» на АВ к «квадрату» на В1, вследствие того, что 
треугольник ГАВ равноуголен треугольнику ГОВ. Значит, <квад- 
рат» на АВ в три раза больше «квадрата» на ВГ. Доказано же, 
что «квадрат» на АВ в пять раз больше «квадрата» на АГ. Зна- 

Е чит, пять «квадратов» на АГ будут 

@ 7 м равны трём на ГВ. Но три «квадрата» 

на /В будут больше, чем шесть на 

№В. И, значит, пять «квадратов» на 

КТ. будут больше шести на МВ. Так 

что и один «квадрат» на АГ будет 

больше одного на М№В. Значит, КГ 

д К г / Г. больше МВ. Но КЁ равна [М. Зна- 

чит, /.М больше МВ. Значит, подавно 

Черт. 14. МВ будет больше ВМ, что и требо- 

валось доказать. А что три «квадрата» 

на [В будут больше шести на ВМ, докажем так: действи- 

тельно, поскольку ВМ больше МГ, то, значит, «произведение» 

]В Х ВМ будет больше ВГХ ГМ. Значит, [В Х ВМ вместе с ВГЖ 1М 

будут более чем вдвое больше ВИЖ /1М№М. Но (ВХ ВМ вместе 

с В/ Х /М есть «квадрат» на /В, «произведение» же ВХ /М есть 

«квадрат» на МВ. Значит, «квадрат» на [В будет более чем вдвое 

больше «квадрата» на ВМ. Значит, один «квадрат» на /В’ будет 

больше двух на Б№. Так что и три «квадрата» на АВ будут больше 
шести на ВМ, что и требовалось доказать». 

9. Античная космология и правильные тела. Пифагорейцы 
учили о «подражании» вещей числами. 

В глазах пифагорейцев математическое заключалось не 
в связях явлений, которые им представлялись большей частью 
случайными, а в самих явлениях. 

В каждом явлении пифагорейцы искали выражение различ- 
ных свойств чисел, весь мир представлялся им своего рода фор- 
мой, в которую облекаются соотношения между числами, при- 
надлежащими к более глубокой ступени существования. Можно 
сказать, что первой ступенью той лестницы, по которой число 
подымается из имманентной сущности в мир явлений, представ- 
ляется геометрическая форма. Она выявляет число в наиболее 
выразительной форме и получает особенно важное метафизиче- 
ское значение в том случае, когда геометрическая форма разла- 
гается на другие геометрические формы, в основе которых ле- 
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жат какие-либо числа, имеющие особенное значение в глазах 
пифагорейцев. 

Таковы на плоскости: треугольник, квадрат и шестиугольник, 
так как плоскость может быть разделена на правильные много- 
угольники только этих типов. 

Таковы и правильные многогранники, которые в проти- 
воположность правильным многоугольникам обнаруживают уди- 
вительное свойство, состоящее в том, что существует только 
определённое число их, причём каждый имеет число рёбер 
и граней с определённым значением, характерным в глазах 
пифагорейцев. 

Вполне естественно, что атомы первичных элементов под 
влиянием пифагорейских идей уже у Демокрита получают формы 
правильных многогранников. Идеи эти дальше развиваются Пла- 
тоном, который даёт атомам стихий — земли, воды, воздуха и 
огня — форму тетраэдра, гексаэдра, октаэдра и икосаэдра, остав- 
ляя додекаэдр для эфира. 

Бруншвиг 5) совершенно! правильно характеризует различие 
точек зрения Пифагора и Платона тем, что у первого вещи 
«подражают» числам, а у второго «соучаствуют» числам. Но и 
у того и у другого числа и геометрические формы, с ними свя- 
занные, имеют определённо метафизическое значение. 

Прокл 6) вполне определённо говорит, что сам Евклид в своих 
«Началах» конечной целью ставит построение правильных тел. 
Но М. КанторТ) оспаривает этот взгляд: «В книге, — говорит 
он,— представляющей искусно выполненное расчленение работы, 
возможно её завершение в некоторой высшей точке, но цель ра- 
боты даётся и завершается во всём её развитии». 

Поскольку речь идёт о самом Евклиде, можно, пожалуй, 
отрицать сознательную постановку такой цели, но тщательный 
анализ «Начал» меня решительно убеждает, что построение пра- 
вильных тел, и ещё более — доказательство существования пяти 
и при том только пяти тел — представляло некогда, ещё до 
Евклида, конечную цель того труда, из которого произошли 
«Начала» путём переработки, состоящей, во-первых, в прибавле-, 
нии чуждых этой цели арифметических книг (УП, УШ и [Х), 
во-вторых, в пополнении и тех частей, в тесной зависимости от 
которых находится книга ХШ, материалом, тоже не имеющим 
к ней отношения *). 


5) Вгипзсн м 1со, [лез &{арез 4е 1а риЙозорше та ета#- 
дие, Раг1з, 1912. 

6) Ргос1 из ОЮ1аосНиз, Соштещаги т Г ИБгит ЕисНа15. 

р М. Саптог, УоШезипоеп йБег Оезс све 4ег МашШе- 
шайк. 

*) Проф. Д. Д. Мордухай-Болтовской забывает «Начала» 
Гиппократа Хиосского — первое сочинение по геометрии, являю- 
щееся истинным предшественником труда Евклида: вряд ли там 
моглё быть речь о пяти правильных телах (И. В.). 
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Здесь прежде всего отметим, что книга [У имела раньше 
совершенно то же значение, что и ХШ, ибо содержание книги 
ГУ — исследование вписанных и описанных около круга пра- 
вильных многоугольников, входящих гранями в платоновы те- 
ла,— имеет непосредственное к ним отношение. 

Между книгами ХГ и ХШ существует тесная связь. Но 
книга ХП, трактующая о призме, пирамиде, конусе и цилиндре, 
не имеет никакого приложения к книге ХИТ. Совершенно ясно, 
что в доевклидовых «Началах», а может быть, и в евклидовых, 
она была составлена тогда, когда прежняя цель — правильные 
тела — постепенно стала отодвигаться с первого плана,— когда 
средство стало обращаться в цель, различные проблемы «Начал» 
стали интересовать математиков сами по себе. 

Вставка книги ХП повлекла за собой расширение книги Х] 
предложениями 26—30, не находящими себе применения в книге 
ХИП; книга У (о пропорциях) и книга Х (об иррациональных ве- 
личинах) находят себе применение в книге ХПГ], но, пожалуй, не 
столь большое, как бы следовало ожидать. Для всех предложе- 
ний книги ХПГ, кроме 17-го, нужно лишь начало книги Х. Но 
построение додекаэдра нуждается в теории иррациональных ве- 
личин, называемых вычетами, «меньшими иррациональными» 
и Т. д., которая дана в книге Х. 

Задача о построении додекаэдра, видимо, долго была задачей, 
не поддававшейся решению, и только теория иррациональных 
величин дала возможность раскусит8 этот орех. 

Весьма вероятно, что была и другая причина тому, что по- 
строение додекаэдра явилось позже: видимо, додекаэдр был от- 
крыт значительно позже других четырёх правильных тел. 

Некоторые высказывают мнение, что он был известен ещё 
древним пифагорейцам. 

Между тем, есть основание предполагать, что додекаэдр не 
был известен даже Платону в то время, когда он писал свой 
диалог «Тимей», где говорится: 

«Каждая прямолинейная фигура состоит из треугольников и 
каждый треугольник разлагается на два прямоугольных тре- 
угольника, равнобедренных или неравнобедренных. Из последних 
наипрекраснейшие те, которые будут составлять равносторонний 
треугольник, в которых квадрат, построенный на большом катете, 
равен трём квадратам на малом. 

Два или четыре равнобедренных прямоугольных треуголь- 
ника составляют квадрат, а два или шесть наипрекраснейших 
неравносторонних прямоугольных треугольников составляют рав- 
носторонний треугольник. А из этих двух фигур происходят те, 
которые соответствуют четырём элементам мира, а именно: те- 
траэдр, октаэдр, икосаэдр и куб». 

Открытие додекаэдра повлекло за собой и расширение 
ГУ книги материалом, относящимся к правильному пятиуголь- 
нику, который у Пифагора не мог иметь того значения, как 
шестиугольники, на которые делится плоскость. 
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Следует думать, что выв2д теоремы о вэзможногти суще- 
ствования только пяти правильных тел представляет наиболее 
древнюю часть книги Х[Ш, относящейся, вероятно, вместе с кни- 
гой ХГк времени, близкому к Платону. 

Следующей за этой проблемой, по всей вероятности, стояла 
проблема об отношении стороны правильного многогранника 
к радиусу, т.е. о соизмеримости или несоизмеримости стороны 
многогранника и радиуса шара, в который многогранник вписан. 
Когда убедились, что и здесь, как в случае диагонали и стороны 
квадрата, имеет место несоизмеримость, была поставлена задача 
о соизмеримости и несоизмеримости в степени, т.е. о возмож- 


ности выражения стороны через | а, где а рационально. 
Положительный ответ получился только для стороп тетра- 
эдра, гексаэдра и октаэдра, выражаемых формулами: 


2 2 _ = 
з^Уб6, . 3 КУЗ, КУ 2, 
а для икосаэдра получилась «меньшая» иррациональность: 
| ы— 
57 1065—У5, 
для додекаэдра же вычет 


= ЮУ —УЗ. 


Эти исследования являются, конечно, прямым продолжением 
пифагорейских, искавших в правильных геометрических формах 
характерных числовых отношений. 

10, К истории правильных тел 8). Мы выше указывали, ка- 
кую роль играл Платон в, истории правильных тел, и отмечали, 
что не следует приписывать Евклиду всё содержание «Начал». 
Евклид использовал открытия многих своих предшественни- 
ков, приведя их в систему, связав их более строгими доказатель- 
ствами. Вероятно, Евклид был более великий систематик, чем 
твэ0сц. 

Пятая книга «Начал» приписывается Евдоксу. Часть десятой 
книги и часть тринадцатой принадлежит Теэтету. Согласно Пла- 
тону Теэтет работал над иррациональными величинами десятой 
книги, и это не исключает того, как заметил М. Кантор, что до 
него были также работы о додекаэдре, представлявшие тогда 
научную новинку. 

Около времени, в которое Евклид писал свои работы, Ари- 
стеем была написана работа о сравнении правильных тел. Она 
была использована только Гипсиклом, написавшим четырнадцатую 
книгу «Начал». 


5) Вгискпег, У\У1ееске ипа \У1еШасве, Треоше ипа Де- 
эс ее, [е1р212, 1900. 
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К сожалению, до нас не дошло сочинение Аполлония о шаре 
и вписанных в него додекаэдре и икосаэдре, которое тоже, 
вероятно, дало материал для четырнадцатой книги. 

Предполагают, что интересное построение правильных много- 
гранников в шаре с помощью параллельных кругов, изложенное 
Паппом, взято из сочинения Аристея. 

Аполлонию принадлежит теорема, которой античные мате- 
матики придавали большое значение: отношение 0об5ёмов окта- 
эдра и икосаэдра равно отношению их поверхностей. 

Дальнейшие работы в духе Евклида, относящиеся к много- 
гранникам, велись Архимедом. Его работы утеряны, но упоми- 
наются Паппом. 

Архимед обнаруживает 13 новых тел, у которых грани — 
правильные многоугольники, хотя и различных родов. У трёх из 
этих многогранникоз по три рода многоугольников, у других по 
два; число граней колеблется ме- 
жду 8 и 92. 

В настоящее время эти мно- 
гогранники подводят под понятие 
полуправильных тел, т. е. таких, 
у которых вершины однородны: 
в каждой вершине сходятся в оди- 
наковом порядке и одинаковом 
числе те же самые грани, что и 
в других вершинах. 

Интерес к правильным телам 
воскрес в ХУ веке среди архи- 
текторов. После работы Пьеро 
делла Франческа (1457) мы имеем 

Черт. 15. известную работу Луки Пачиоли 9) 

о «божественной пропорции» (1509), 

где рассматриваются архимедовы тела и способ их получе- 

ния. О правильных телах говорят также Оронтий Финей 1) и 
Рамус!) (1569). 

11. Правильные многогранники у Паппа. Другое построе- 
ние пяти правильных тел находится в «Математическом собра- 
нии» Паппа Александрийского (книга 3, визд. Гульча, стр. 142—163). 
Даём текст Паппа. 

«48. В данную сферу впигать пирамиду (черт. 15). Пусть 
она будет вписана и вершины ев углов на поверхности сферы 
будут А, В, С, О. Проведём ЕЁ через А параллельно СР; 
она образует с АС и АД равные углы [каждый в две трети 
прямого, так как она находится с ними в одной плоскости]. Кроме 
того, АВ стоит, образуя с АС и АР равные углы; на основании 


9) [.. Расто1ь Бе 4\1ша ргорогНопе, 1509. 

10) Огоп 1 из Е1паецз, РготаШез1$, Раг1$, 1550. 

и) Р. Кашиз, АгИБтенсае 1. 2. Сеотешае 1. 21, рр. 
165—168. 
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доказанного выше ЕР будет перпендикулярной к АВ и, кроме 
того, касательной к сфере. Действительно, если мы проведём 
плоскость через ДА, АС, то она < в сечении со сферой >> обра- 
зует круг, в который будет вписан равносторонний треуголь- 
ник АДС, и ЕЁ <по построению» параллельна СО; значит, ЕЁ 
будет касательной к этому кругу, а следовательно, и к сфере. 
Теперь, проведённая через ЕР, АВ плоскость в сечении со сфз- 
рой образует круг, диаметром которого будет АВ вследствие 
того, что она точно так же перпендикулярна к касательной ЕЛ. 
И если через О параллельно АВ проведём НО, то она будет ка- 
саться сферы и СДО будет к ней перпендикулярной. И если че- 
рез На, СР провести плоскость, то она образует круг, имеющий 
диаметр СО, равный и параллельный тому кругу, который имеет 


М 


ур р В 
Черт. 16. 


диаметром АВ; ибо ЕЁ, Сри АВ, НО параллельны. Через центр К 
проведём /.М, перпендикулярную к СО; она, значит, будет парал- 
лельной АВ. И если соединить В[, ВМ, то ВМ будет перпендику- 
лярной каждой из АВ, [М, а также плоскостям кругов, ВГ же 
будет диаметром сферы (ибо это доказано ранее). И поскольку 
после соединения С мы‘имеем, что [М? в два раза больше МС?, 
то и ВС? будет в два раза больше СМ. И угол ВМС прямой; 
значит, ВМ равна МС, так что [/2 в два раза больше МВ?; зпа- 
чит, В[2 в полтора раза больше 2/2. 
ВЕ? —= ГМ: -- МВ? — ГМ2-- МС? = Ем. [М2 — М. 

И диаметр ВЕ сферы задан; значит, будет дана и /[.М — диа- 
метр рассматриваемого круга. Значит, даны будут по положению 
и оба круга, а следовательно, и точки А, В, С, О. 

Синтез будет очевидным, ибо потребуется вписать в сферу 
два равных и параллельных круга так, чтобы диаметр сферы 
в степени был в полтора раза больше каждого диаметра, затем 
провести два параллельных диаметра АВ, [М, как мы видели 
выше, затем к Г/М перпендикуляр СО через центр и получить 
вершины углов А, В, С, О пирамиды. Доказательство пойдёт 
обратным ходом анализу, и одновременно будет доказано, что 
диаметр сферы в степени будет в полтора раза больше стороны 
пирамиды». 
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. . 2 
Построение прямой, равной в степени 3  Лиаметра сферы, 


выполняется так (черт. 16): диаметр [В сферы делим в Р так, 
чтобы [Р = 2РВ, и проводим РМ под прямым углом до пересе- 
чения с большим кругом [МВ сферы; тогда [М будет искомым 
диаметром обоих кругов. Действительно, 


ЕМ? = [Р.ГВ, 
[./М2: [В = ГР: [В =2:3. 
«49. В данную сферу вписать куб. 


Пусть он будет вписан, и пусть вершины его углов на по- 
верхности сферы будут А, В, С, Р, Е, К, Н, С@ (черт. 17); про- 


водим через них плоскости; они образуют зв сечениях равные и 
параллельные круги; ибо находящиеся в них квадраты [принад- 
лежащие кубу] равны и параллельны. И соединяющая СЁ будет 
диаметром сферы. Соединим также ЕН. Поскольку ЕН? в два 
раза больше ЕС?, то-есть НС*, и угол СНЕ прямой, то СЕ? 
будет в полтора раза больше ЕН?: 
о 
СЕ? = НС?- ЕН? — ВО? ЕН? —- ЕН? = 5 ЕН. 


Но СЕ? дан; значит, дани ЕН?*. И ЕН есть диаметр круга БЕНС; 
значит, дан будет и этот круг, а следовательно, и круг АВСО, 
и находящиеся в них квадраты, и вершины сторон куба. 
Синтез тоже будет очевидным, ибо требуется вписать в 
сферу два параллельных круга, а при равенстве их диаметров 
должен диаметр сферы быть в степени по отношению к ним 
полуторным, затем вписать в один из них квадрат АВСР, а в 
другом круге провести РН, равную и параллельную ВС, как мы 
показали выше, дополнить на ней квадрат ЕРНО и таким обра- 
зом получить вписанный куб. Следуя ходу рассуждений в ана- 
:изе, мы докажем, что квадратом будет и ВЕНС и все остальные, 
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и одновременно будет доказано, что диаметр сферы будет в сте- 
пени в три раза больше стороны куба и что одни и те же круги 
содержат вершины и пирамиды и куба, ибо и для первой диа- 
метр сферы будет в степени в полтора раза больше диаметра 
каждого из кругов. 

50. В данную сферу вписать октаздр. 

Пусть он будет вписан и вершины его углов на поверхно- 
сти сферы будут 4, В, С, РО, ЕЁ, ЕР; проведённые через них 
плоскости образуют круги АВС и ОЕЕ (черт. 18). Поскольку из 
точки О на поверхность сферы упали равные прямые ДА, ОВ, 
РЕ, ОР, то точки А, Е, Е, В будут в одной плоскости [ибо со- 
единяющие их с центром сферы прямые будут равны]. И АВ, 
ВЕ, РЕ равны друг другу и находятся в круге; значит, АЕРВ 


Черт. 18. 


есть квадрат, и ЕР параллельна АВ. Точно так же и ДЕ парал- 
лельна ВС, а ОГ параллельна АС; значит, будут параллельными 
и круги; и они равны друг другу, поскольку равны находящиеся 
в пих равносторонние треугольники. И поскольку в сфере име- 
ются равные и параллельные круги, и в них равные и парал- 
лельные прямые. АВ, ЕЁ, причём они находятся не по одпу 
сторону от цеитров, то соединяющая АР будет диаметром сферы 
[и АЕ, ЕВ будут вместе с АВ, ЕЁ заключать прямые угла, как 
доказано раньше]*). И АЕ, ЕР равны; значит, АЕ? вдвое 
больше РЕ?. Квадрат же на диаметре круга ДЕР равен четырём 
третям ЕР? **); значит, АР? будет в полтора раза больше квад- 
рата на диаметре круга РЕР; значит, даны и этот диаметр, и 
круг, а следовательно, и круг АВС, и находящиеся на них 
точки. 

В соответствии с этим идёт и синтез; действительно, подобно 
тому, как выше, требуется вписать в сферу два равных ин па- 


тя 


диуса Ю равна РУЗ. 
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раллельных круга, причём диаметр сферы будет в степени в пол- 
тора раза больше диаметра каждого из них, затем в один из них 
вписать равносторонний треугольник АВС, а в другом круге 
провести ЕР, равную и параллельную АВ, на ней описать тре- 
угольник ДЕЕ и таким образом получить построенный октаэдр. 
И одновременно доказывается, что диаметр сферы будет в сте-` 
пени в два раза больше стороны октаэдра. Вместе с тем усма- 
тривается, что при вписывании пирамиды, куба и октаэдра упо- 


требляются одни и те же круги и что тот же самый круг 
вмещает и квадрат куба, и треугольник октаэдра. 

51. В данную сферу вписать икосаздр. 

Пусть он будет вписан и пусть на поверхности вершины 
его углов будут АВС, ДЕР, НАК, ГММ (черт. 19). Поскольку из 
точки В на поверхность сферы упали равные друг другу пря- 
мые АВ, ВС, ВЕ, ВН, ВЕ, то точки А, С, Р, Н, Е будут в одной 
илоскости [ибо соединяющие их с центром сферы прямые будут 
равны]. И АС, СР, ЕН, НЕЁ, ВА равны друг другу и находятся 
в круге; значит, пятиугольник АЕНЕС будет равноугольным; 
подобно же этому будут равносторонними, равноугольными 
[и находящимися каждый в одной плоскости] и каждый из пяти- 
угольников АЕВСО, ООРВА, а также АКЕНВ, АКМАаС, СОМНВ. 
И будут параллельными: АС соединяющей ЕР, ЕР же — КС, 
Ка же—[М, ибо и [КОСМ есть < равносторонний > пяти- 
угольник. Подобным же образом докажется, что будут парал- 
лельными соединяющие ВС, Ер, На, Е/М, а также соединяющие 
ВА, ЕО, НК, ММ. И точно так же круг около А, В, С будет 
равен и параллелен кругу около Г, М, №, ибо в них находятся 
равные и подобные треугольники АВС, ГМ. Также будут 
равными и параллельными круги около точек Д, Е, К, К, Н, (, ибо 
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и в них треугольники равны и равносторонни, так как каждая 
сторона стягивает угол пятиугольника. Теперь, поскольку в сфере 
круги около ДЕР, КНС равны и в них параллельные стороны 
БЕ, КС равносторонних треугольников будут не с одной и той 
же стороны от центров, то соединяющая КРКА’ будет диаметром 
сферы, а угол РЕК прямым, ибо это уже доказано выше. 
И поскольку НЕАСР есть < правильный ›> пятиугольник, то при 
делении ЕР в крайнем и среднем отношении большим отрезком 
будет АС; значит, ЕК имеет к АС то же самое отношение, как 
сторона шестиугольника к стороне десятиугольника. И РК квад- 
рирует их обоих 


ЕК? — ЕЕ?- ВК? == ЕР? АС? 


вследствие того, что ЕАК равна АС; значит, диаметр РА сферы 
будет иметь к ЕР отношение, как сторона пятиугольника к сто- 
роне шестиугольника; 

ЕК:ЕЕ == аз: аъ, 


к АС же, — как сторона пятиугольника к стороне десятиугольника: 
ЕК: АС = аз: ао *). 


И диаметр сферы задан; значит, заданы будут и каждая из ЕР, 
АС, а следовательно, и радиусы этих кругов, являющиеся в 
степени одной третью ЕР, АС («Начала», ХИТ 12); значит, 
будут даны и сами эти круги, а также и другие, равные им 
и Параллельные, и находящиеся в них вершины углов много- 
гранника. 

Синтез точно так же очевиден; действительно, требуется 
найти две прямые, к которым диаметр сферы будет иметь отно- 
шение, как сторона пятиугольника к сторонам шестиугольника 
и соответственно десятиугольника, и начертить в сфере два 
круга, радиусы которых в степени будут равны третьим частям 
найденных прямых, как, например, круги ДЕР, АВС; с другой 
стороны от центра сферы- начертить равные и параллельные им 
круги АНО, [ГММ, поместить в каждом из них стороны равносто- 
ронних треугольников АС, ЕР, Ка, [М так, чтобы они были 
параллельными и располагались попеременно по разные стороны 
от центров, и вписать в них целые треугольники, дающие вер- 
щины многогранника. И доказательство легко получается из ана- 
лиза. Вместе с тем усматривается, что диаметр сферы будет 
в степени в три раза больше стороны пятиугольника, вписанного 
в круг ДЕР; ибо КЕ к ЕЕ имеет отношение, как сторона пяти- 
угольника к стороне шестиугольника, ЕР жер— к стороне впи- 
санного в тот же круг шестиугольника — как сторона треуголь- 
ника к стороне шестиугольника, а сторона треугольника в сте- 


*) Для понимания всего этого рассуждения нужно иметь 
в виду предложения 9 и 10 книги ХШ «Начал». 
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пени будет в три раза больше стороны шестиугольника; значит, 
диаметр АР сферы будет в степени в три раза больше стороны 
вписанного в круг ДЕЁ пятиугольника. 

52. В данную сферу вписать додеказэдр. 

Пусть он будет вписан и пусть вершины его углов будут 
А, В, С, Р, В, Е, Н, С, К, Г, М, М, 0, О, Р, К, 5, Т, (0, 
(черт. 20). Вот ЕР будет параллельной РЁ, а АЁ параллельной 
ЕН. Вследствие того же самого будут параллельны и осталь- 
ные, так что и плоскость, проходящая через АВСРЕ, будет парал- 
лельна плоскости через РН@АТ.. Поскольку же ОА, ОС параллельны 
(ибо каждая из них параллельна ВО) и равны, то, значит, и ОФ, 


АС параллельны, а следовательно, и $5Г, Ер. Подобным, же об- 
разом и $ А, СО и также остальные; и значит, проходящие через 
них плоскости будут параллельны. Теперь вообразим описанные 
около этих точек [параллельные] круги. Тогда круг около АВСОЕ 
будет равен кругу около ЮЗТИУ, ибо находящиеся в них < пра- 
вильные >> пятиугольники равны. Круг же около ЕНОАГ равен 
кругу около ММООР, ибо и в них < правильные >> пятиуголь- 
ники равны. И СГ параллельна ОП (ибо каждая из них парал- 
лельна АМ); значит, точки [, С, О, И будут в одной плоскости. 
Будут равны и соединяющие их, ибо они стягивают углы рав- 
ных пятиугольников; затем они находятся в круге; значит, СОФИ — 
квадрат, так что соединяющая (Г будет в степени в два раза 
больше [С, или, что то же, ЕЛ. И угол ОЁР прямой, ибо ОО, 
Е1[] суть равные и параллельные прямые в равных кругах, 
значит, ОР? в три раза больше Р/2. И вследствие доказанного 
выше диаметр сферы будет ГО, ибо ОО, РЕ не находятся по 
одну сторону от центров. Теперь диаметр сферы будет иметь 
к РЁ отношение, как сторона треугольника к стороне шести- 
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угольника, вписанного в тот же круг КНСКЕ («Начала», ХТШ, 12). 
Но также и РЁ < как сторона вписанного в тот же круг пяти- 
угольника > имеет к стороне треугольника отношение, как сто- 
рона пятиугольника к стороне треугольника; значит, «по равен- 
ству», и диаметр сферы будет иметь к стороне треугольника 
отношение, как сторона пятиугольника к стороне шестиуголь- 
ника. Поскольку же и отношение РЁ к ЕЁ будет отношением 
сторон шестиугольника и десятиугольника (ибо при делении АЕ 
в крайнем и среднем отношении большим отрезком будет ЕЛ, 
вследствие того что РЁ стягивает угол пятиугольника, стороной 
которого будет ЕЛ); как же ЕЁ к ЕО, так и сторона треуголь- 
ника в круге ЕРНОКЕ к стороне треугольника в круге АВСОЕ; 
< значит >, сторона < первого `> треугольника к стороне < в1о- 
рого > будет иметь то же отношение, что сторона шестиуголь- 
ника к стороне десятиугольника. Но также и диаметр сферы 
к стороне треугольника, вписанного в круг РНАКТ, имеет от- 
ношение, как сторона пятиугольника к стороне шестиугольника; 
значит, диаметр к стороне треугольника в круге АВСОЕ имеет 
отношение сторон пятиугольника и десятиугольника; значит, 
в каждом круге сторона треугольника будет дана, а значит, б\- 
дут даны и радиусы, равняющиеся в степени третьим част; м 
этих сторон; значит, будут даны и эти круги и равные и парал- 
лельные им другие, и находящиеся в них вершины многогран- 
ника, что и требовалось доказать. 

В синтезе нужно найти две < прямые >>, к которым диаметр 
сферы будет иметь отношение, как сторона пятиугольника 
к сторонам шестиугольника и десятиугольника, что мы уже изло- 
жили относительно икосаэдра, затем начертить на поверхности 
сферы два параллельных круга, расположенных по одну и ту 
же сторону от центра, как например, РНОАКЕ, АВСОЕ, радиусы 
которых в степени будут соответственно равны третьим частям 
найденных прямых. 

Затем два других круга, равных и параллельных этим, нужно 
поместить с другой стороны от центра сферы, как ММООР, 
6ю5 ТИУ, вставить параллельные стороны пятиугольника (О, РГ, 
ОО, 5Т и по ним вычертить пятиугольники, через посредство 
которых получаются и вершины многогранника. И из построе- 
ния ясно, что круги, содержащие углы додекаэдра, будут теми 
же самыми, которые содержат и углы икосаэдра, и что тот же 
самый круг обнимает и треугольник икосаэдра и пятиугольник 
додекаэдра, вписанного в ту же самую сферу» (И. В.) 

12. «Гармония мира» Кеплера 12). ЦКеплеру принадлежит 
открытие трёх знаменитых законов планетного движения: 

1. Планета движется по эллипсу, в фокусе которого нахо- 
дится Солнце. 


12) }. Кер!ег1, Орега отала, еа. Св. Емезсв, уо|. [ (1864), 
Музегиипй созлобгар1сит. 
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2. Площади, описываемые радиусом-вектором планеты, про- 
порциональны времени. 

3. Квадраты времён обращения двух планет пропорциональны 
кубам больших полуосей их орбит. 

Сам Кеплер придавал большее значение другому своему 
открытию — закону, которым определяется расстояние планет от 
Солнца. Однако время дало совсем иную оценку этим двум откры- 
тиям: первое послужило Ньютону к выводу закона всемирного 
тяготения, второе же в настоящее время совершенно забыто. 

Мы никак не можем принять теперь этой таинственной 
связи между планетными расстояниями и свойствами правиль- 
ных многогранников. В наших глазах всё то, что вывел Кеп- 
лер, будет всегда представляться только случайностью, так 
как мы уже очень далеко ушли от пифагорейского мировоззре- 
ния, видевшего в явлениях природы осуществление . каких-то 
числовых законов, характерных как для музыкальной, так и для 
мировой гармонии. 

У Кеплера при разыскании этих законов было совершенно 
то же настроение, что у Пачиоли, который тоже приписывает 
правильным многогранникам какое-то метафизическое значение 
(как Пифагор и Платон) и обрашает особое внимание на роль в 
теории правильных тел золотого («божественного») сечения, т. е. 
того сечения, которое играет роль и в музыкальной гармонии. 

Кеплер берёт следующую конфигурацию: вокруг сферы, 
на поверхности которой движется Меркурий (его орбита прини- 
мается за круг), описывается октаэдр; вокруг октаэдра — сфера, 
на которой находится Венера; вокруг последней сферы описы- 
вается икосаэдр и вокруг него сфера, на которой оказывается 
Земля; далее идёт додекаэдр со сферой, на которой движется 
Марс; затем описывается тетраэдр на сфере Юпитера, затем 
следует куб со сферой, на которой находится последняя извест- 
ная Кеплеру планета — Сатурн. 

С открытием второго закона эта конфигурация могла з сохра- 
нять только значение приближённого построения, но с открытием 
новых Планет и это значение потерялось, так как всех пра- 
вильных тел только пять и для новых планет их уже не- 
хватает. К тому же следует добавить, что более точное опреде- 
ление расстояний даёт значительное уклонение от кеплеровского 
построения. 

13. Архимедовы тела у Кеплера. На основании сохра- 
нившихся указаний Паппа Кеплером была дана полная теория 
‚архимедовых тел во второй книге «Нагтосез тип?» (предло- 
жение 28). Даём перевод соответствующего места. 

«28. Предложение. Для низшей степени совершенной кон- 
груэнции в твёрдом теле существуют тринадцать видов, из 
которых получаются тринадцать архимедовых тел. 

Действительно, так как в этой степени соединяются различ- 
ные фигуры, то поэтому согласно предложению 21 будут соеди- 
няться фигуры или двух, или трёх видов. Если двух, то между 
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ними или будут треугольники, или же нет. Значит, из треуголь- 
ников и квадратов могут получиться три тела, удовлетворяющие 
определению пункта 9*). Действительно, последнее отбрасывает 
следующие три формы, в которых телесный угол образуется 
двумя или тремя треугольниками с одним плоским углом ква- 
драта, или одним тоеугольником с двумя квадратами; в самом 
деле, в первом случае мы имеем только один квадрат, получается 
половина октаэдра и телесные углы будут различной формы; 
во втором случае мы имеем только два квадрата, а в третьем 
только два треугольника, что согласно определению пункта 10*%*) 
соответствует несовершенной конгруэнции. Таким образом, оста- 
ются лишь следующие случаи образования телесного угла плос- 
кими. Во-первых, четыре треугольных и один квадратный ***), 
ибо в сумме они меньше четырех прямых. В этом случае со- 
единяются шесть квадратов и трилцать два (т. е. 20 и 12) тре- 
угольника и получается фигура, которую я называю лплоско- 
ногым кубом (Сибит тит). Он изображён на фигуре 21,1 
(черт. 21). 

Действительно, пять плоских треугольных углов и один 
квадратный в сумме превзойдут четыре прямых, тогда как по 
предложению 16 для образования телесного угла они должны 
давать менее четырёх прямых. Точно так же четыре треуголь- 
ных и два квадратных составляют четыре прямых. 

Во-вторых, два треугольных и два квадратных угла дают 
менее четырёх прямых; в данном случае соединяются восемь 
треугольников и шесть квадратов и образуют один четырнадцати- 
гранник, который я называю кубоктаэдрэм. Он изображён на 
фиг. 21,2. Два же треугольных угла с тремя квадратными пре- 
вышают четыре прямых. 

В-третьих, один треугольный угол и три квадратных имеют 
меньше четырех прямых..В данном случае соединяются восемь 
треугольников и 18 (т.е. 12 и 6) квадратов в один двадцати- 
шестигранник, который я называю усечённым кубоктазэдриче- 


*) «9. Определение. Совершенной конгруэнцией низшей сте- 
пени называется такая, в которой правильные многоугольники и 
все телесные углы находятся на одной сферической поверхности 
и все подобны друг другу, но многоугольники, однако, принад- 
лежат к разным классам, причём отдельные фигуры встречаются 
в таком числе, как и в одной из совершеннейших фигур (пяти 
правильных многогранников), то-есть не менее 4, так как тело 
может быть ограничено самое меньшее четырьмя плоскими фи- 
гурами». 

*#) «10. Определение. Несовершенная конгруэзцня или фи- 
гура получается, когда наибольший многоугольник встречается 
один или два раза при прочих тех же самых условиях». 


*»:) Здесь и далее подразумевается угол правильного тре- 
угольника и квадрата. 


21 Е. клид, т. Ш 
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ским ромбом или ромбикубоктаэдром. Он изображён на фи- 
гуре 21, 3. 

^ В этих трёх телах находятся квадраты вместе с треуголь- 
никами; в дальнейшем будем соединять с ними и между собой 
пяти угольники. 

Пять плоских треугольных углов не могут стоять с одним 
пятиугольным, так как они не могли соединяться и с меньшими 
его — квадратным углом. Значит, четыре треугольных с одним 
пятиугольным дают менее 4 прямых и так соединяются 80 (т. е. 
20 и 60) треугольников с 12 пятиугольниками для образования 
92-гранника, который я называю плосконогым додекаэдром. Он 
изображён на фигуре 21,4. И в этом ряду плосконосых третьим 
может стоять икосаэдр, представляющий как бы плосконосый 
тетраэдр. 

Если ты присоединишь три плоских треугольных угла к 
одному пятиугольнику, то получится, как выше, что только два 
пятиугольника войдут в тело; а если два треугольных к одному 
пятиугольному, то в тело войдёт лишь один пятиугольник, и 
в одном случае получится пояс или средняя колонна, а в дру- 
гом пирамида, — и та и другая части икосаэдра, и телесные углы 
не будут одного рода, так как один, как в икосаэдре, будет со- 
держать пять треугольных. И вот с одним пятиугольным 
углом покончено. Но три треугольных с двумя пятиугольными со- 
ставляют более 4 прямых. Значит, покончено с тремя треуголь- 
ными, входящими в общество пятиугольных. Два треугольных 
с двумя пятиугольными составляют меньше 4 прямых. Значит, 
соединяются 20 треугольников и 12 пятиугольников в один 
32-гранник, который я называю икогидодекаэдром. Он изобра- 
жён на фигуре 21,5. Так как два треугольных с одним треуголь- 
ным мы уже отбросили, то, значит, с двумя треугольными по- 
кончено. 

Один треугольный с тремя пятиугольными составляют более 
4 прямых, с двумя же не даст ничего правильного, так как пя- 
тиугольник есть фигура с нечётным числом сторон (23) *). Итак, 
с пятиугольниками в сообщестге с треугольниками покончено. 

Четыре треугольных с одним шестиугольным и два с двумя 
шестиугольными заполняют плоскость, в то время как три с 
двумя будут больше 4 прямых, с одним же шестиугольным 
допускают в ко 'фигурацию лишь два шестиугольника;, значит, 
отбросив три треугольных, мы для двух найдём, что они равны 
одному шестиугольному, почему они должны быть отброшены 
согласно пункту 22 **). Таким образом, остаётся, что один тре- 
угольный соединяется с двумя шестиугольными. Таким образом, 


*) «23. Предложене. Два плоских угла фигуры с нечётным 
числом сторон, соединяясь с одним другого рода, не образуюг 
н какого правильного тела». 

*#) «22. Аксиома. Если две грани не будут больше третьей, 
они пе будут заключать с последией телесного угла». 


мии чьлье ^ аа а т. БРЕВЫЫЬ фавячльяь 


Черт. 21. 
—— ———— 


21* 
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соединяются 4 треугольника с 4 шестиугольниками в один окта- 
эдр, который я называю угечённым тетраэдром. Он изображён 
на фигуре 21,6. Четыре треугольных с одним семиугольным и 
выгшами превосходят 4 прямых; следогательно, в дальнейшем 
нечего и упоминать о четырёх треугольных; также нечего го- 
ворить и о трёх по часто упоминавшимся причичам; два же с 
двумя гранями из фигур, высших шестиугольника, превышают 
4 прямых, следовательно, в дальнейшем нечего и упоминать 
ни о двух греугольных углах с двумя гранями высшей фигуры, 
ни о двух с одной гранью высшей фигуры, так как эти случаи 
покрываются тем, что было отброшено в аксиоме пункта 22. 
Остаётся рассмотреть тот случай, когда один треугольный угол 
соединяется с двумя гранями фигуры, высшей шестиугольника; 
но соединение с двумя семиугольниками отбрасывается по пред- 
ложению пункта 23, а также и со всеми двумя многоугольни- 
ками нечётного числа сторон, с двумя же восьмиугольными он 
даёт тело. в котором соединяются 8 треугольников и 6 восьми- 
- угольников в один 14-гранник, который я называю усечённым 
кубом. Его изображение ты имеешь на фигуре, обозначенной 
21,7. С двумя десятиугольными получается тело, в котором 
20 треугольников и 12 десятиугольников соединяются в один 
32-гранник, который я называю у2ёченным додекаэдрэм. Он 
обозначен номером 21,3. С двумя двенадцатиугольными запол- 
няется плоскость и телесного угла не получается, а с высшими 
и тем более. И с треугольниками теперь покончено вообще, если, 
конечно, рассматривать создинение фигур лишь двух видов. 

Следовательно, среди соединяемых двух видов фагур тре- 
\‚гольников больше уже не будет; следующей наинизшей фигу- 
рой будет квадрат. Но три квадратных угла с одним высшей 
фигуры превышают 4 прямых, два же квадратных с одним выс- 
шей не допускаются по определению 9, так как тогда в тело 
войдут лишь две фагуры высшего ранга. Затем один квадрат- 
ный с двумя пятлугольниками отбрасывается по 23; с двумя 
шестиугольными сходится, и 6 квадратов с 8 шестиугольниками 
соединяются в один 14-гранник, который я называю усечённым 
октаэдром. Он нарисован на фигуре 21,9. Один квадратный 
с двумя семиугольными и с другими нечётного числа сторон 
отбрасывается по 23, с двумя восьмиугольными заполняет пло- 
скость, с высшими же превышает 4 прямых и не годится для 
образования телесного угла. Таким образом, с квадратом по- 
кончено, если только плоские грани должны быть двух видов. 

Два пятиугольных с одним шестиугольным или с каким-либо 
другим одним должны быть отброшены, ибо они подходят под 
23, что мы уже использовали, говоря о треугольном и квадрат- 
ном углах с двумя пятиугольными. Далее, с одним десятиуголь- 
ным они заполняют плоскость и не дадут телесности ни с ним, 
ни с высшими. 

Итак, один пятиугольный с двумя шШестиугольными состав- 
ляет менее 4 прямых и 12 пятиугольников с 20 шестиугольни- 
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ками соединяются в один 32-гранник, который я называю усе- 
чённым икэсаэдром. Его форму ты имеешь обозначенной но- 
мером 21,10. И больше нечего ждать от пятиугольника. Действи- 
тельно, один пятиугольник с двумя семиугольными углами уже 
превышает 4 прямых. Шестиугольный с двумя другими запол- 
няет плоскость, с высшими же превышает 4 прямых. Итак, здесь 
кончается с телами, состоящими из фигур двух видов. 

‚. Если же в одном телесном угле могут встречаться грани 
трёх видов, то нужно, во-первых, иметь в виду, что два плоских 
угла — один квадрата, а другой пятиугольника — превышают 
2 прямых; а более высших и подавно; три же угла трёх тре- 
угольников рагняются 2 прямым; значит, нельзя допускать трёх 
треугольных, так как сумма всех превзойдет 4 прямых. Два же 
треугольных с одним квадратным и одним пятиугольным, или же 
вместо него шестиугольным, или каким-нибудь высшим, отбра- 
сываются по 23, так как треугольник — фигура с нечётным чи- 
слом сторон — должен будет окружаться квадратом и пятиуголь- 
ником или должен будет окружаться квадратом и пятиугольни- 
ком или же вместо него шестиугольником и т. д. 

Итак, один треугольный с двумя квадратными и одним пяти- 
угольным углами составляют меньше 4 прямых, и 20 треуголь- 
ников Сс 30 квадратами и 12 пятиугольниками соединяются в один 
62-гранник, который я называю ромбикосидодеказдром или 
усечённым икосидодекаэдрическим ромбом. Нарисован на фи- 
гуре 21,11. 

Один треугольный, два квадратных с одним шестиугольным 
углы равняются четырём прямым; с одним же более высшим 
превосходят 4 прямых и не дают твёрдого тела. Поэтому отбро- 
сим два квадратных угла. 

Один треугольный, один квадратный и два пятиугольных 
превосходят 4 прямых, й тем более, если вместо последних при- 
соединяется два больших плоских угла. Поэтому можно прекра- 
тить рассмотрение соединения четырёх плоских углов для обра- 
зования одного тела; а следовательно, можно прекратить и 
рассмотрение треугольных углов в тройственных сочетаниях. 
Действительно, один треугольный, один квадратный и один пяти- 
угольный угол, а также и всякий другой вместо последнего 
отбрасываются вследствие 24 *), так как треугольник есть фигура 
с нечётным числом сторон. 

Поскольку теперь остаются всего лишь три плоских угла, то по 
тому же 24, среди фигур нельзя допустить ни одной с нечётным 
числом сторон. 

Значит, квадратный угол с самыми меньшими шестиуголь- 
ным и восьмиугольным дают меньше 4 прямых и 12 квадратов, 
8 шестиугольников и 6 восьмиугольников соединяются в один 


*) «24. Гредложение. Три плоских угла трёх различного вида 
фигур, из которых одна с нечётным числом сторон, в соединении 
не дают совершенной телесной фигуры». 
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26-гранник, который я называю усечённым кубоктаэдром; не 
потому, что он может получиться вследствие усечения, но потому, 
что он Похож на усечённый кубоктаэдр. Изображён на фи- 
гуре 21,12. 

Квадратный с шестиугольным и десятиугольным дают менее 
4 прямых и 30 квадратов, 20 шестиугольников и 12 десятиуголь- 
ников соединяются в один 62-гранник, который я называю усе- 
чённым икосидодекаэдром, по той же причине, что и преды- 
дущий (фиг. 21,13). 

Если вместо десятиугольного в сообщество войдёт двенадца- 
тиугольный, то заполнятся все 4 прямых и тела не получится; 
точно так же, если вместо шестиугольного войдёт восьмиуголь- 
ный, а третий будет каким-нибудь большим восьмиугольного, то 
получится больше 4 прямых, а также если после удаления квад- 
ратного соединятся три больших угла различных чётносторон- 
них фигур. 

Таким образом, все семейство архимедовых тел останавли- 
вается на числе 13, что и требовалось доказат..» (И. В). 

Единственность полуправильных архимедовых тел с присо- 
единением к ним л-угольной правильной призмы и призматоида 
с треугольными гранями только в начале ХХ века доказывает 
Мейер-Гирш 13). Доказательство основной теоремы об единствен- 
ности правильных тел находим в «Элементах» Лежандра (1794). 
Он ибследует сумму углов между рёбрами. Топологический вы- 
ВОД на основании формулы Эйлера в первый раз даётся Люилье 
(1812) 14). 


3) Меуег- Н1тгзсВ, Сеотен1све АчРаБеп, 1802. 
ч) ГНаЕ тет, Апла!ез та6таНдиез ае Оегбоппе, 3, 
1812—1813. 


КОММЕНТАРИИ К КНИГАМ МУ И ХУ 


1. Авторы ХГУ и ХУ книг «Начал». Автором кпиги ХТУ 
является александриец Гипсикл, живший, вероятно, около 200 т. 
н. э. (после Аполлония и до Гиппарха). Ему принадлежит также 
дошедший до нас «Анафорик» — астрономическое сочинение об 
определении прямых восхождений светил, иитересное в том огно- 
шении, что в нём впервые на греческой почве, как пам известно, 
применяется вавилонский способ изображения неравномерного 
изменения какой-нибудь величины при помощи прогрессий. В этом 
свете станозится яспым то место его послания к Протарху, где 
он говорит о его «успехах во всех отраслях математики, а осо- 
бенно в геометрии», — последняя, являясь царицей математики, 
уже не является более единствениой математической наукой, и 
близко то время (после Гиппарха}, когда ведущей математической 
наукой стапут астрономия и связанные с последней вычислитель- 
ные отрасли математической науки, в первую очередь тригоно- 
метрия, а за ней и алгебра. 

В математическом отношении рассматриваемое сочиненис не 
представляет особенно большого питереса, но зато интересен его 
математический язык. Несмотря на то, что это сочинение не яв- 
ляется систематическим школьным учебником, его язык тот же са- 
мый, что иу Евклида, разве только в некоторых местах чуть более 
свободный. Почти все его предложения начинаются с изложения, 
за которым следует повторяющее его построение, и всё заканчи- 
вается заключением, как у Евклида (1лаковы предложения 1, 2, 3, 
о, 7, 8). Мы придерживались более свободного перевода этих 
книг по сравнению с первыми тринадцатью книгами «Начал», 
где перевод был почти буквальным, но когда читатель встретит 
такие термины, как «АВ*, АВХ ВС, радиус, дуга», то пусть он 
не думает, что здссь имеются какие-то отличия ог Евклида; это 
те же самые, привычные нам «470 10).АВ, пб т6у АВ, ВС, ёх 105 
иёУт20°), кз 214», которые псредавались нами как «квадрат па АВ, 
прямоугольник между АВ, ВС, прямая из центра, обвод». Едип- 
ственное отличие языка Гипсикла ог евклидовского состоит 
в том, что он, например, пишет: хаё пауза 126» — ‹и все трижды» 
(в нашем переводе: «возьмём то и другое трижды»). Эта не встре- 
чающаяся у Евклида терминология уже является предвестником 
начинающейся в математике эры вычислений. Таким образом, 
язык Евклида является своего рода хо‹у} — общим языком грече- 
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ской математики для всей эпохи после (а может быть, и до) 
Евклида. 

Книга ХУ по своим качествам значительно уступает четыр- 
надцатой. Если в Гипсикле мы видим хоть и не гения, но во 
всяком случае хорошо математически образованного человека, 
то книга ХУ является произведением ученическим. Она даже не 
представляет единого целого, а состоит из трёх мало связанных 
друг с другом отрывков. В первом не очень вразумительно го- 
ворится о вписывании одних правильных тел в другие, второй 
интересен лишь своей темой, представляющей первый зародыш 
того, что на русской почве вылилось в знаменитую теорему 
Эйлера о многогранниках, наконец, третий — по качеству значи- 
тельно лучший двух первых — трактует о нахождении двугран- 
ных углов между гранями правильных многогранников. Этот 
отрывок интересен тем, что в нём мы встречаем имя Исидора, 
в котором все исследователи видят Исидора Милетского, знаме- 
нитого математика и архитектора У] века н. э., одного из строи- 
телей храма св. Софии в Константинополе. Значит, книга ХУ 
представляет творение осенней поры античной математики, 
последнего её расцвета при Исидоре Милетском, эпохи Евтокия, 
комментатора и издателя Архимеда и Аполлония, создания 
«беноПа УаНсапа» к «Началам» Евклида. Эта книга, создание 
конечной эпохи развития греческой математики, по праву закан- 
чивает и одно из выдающихся её созданий — «Начала» Евклида. 


(И. В.) 


2. Формула Эйлера. Правильные тела понимаются в настоящее 
время в двух смыслах: метрическом, предполагающем гранями 
правильные многоугольники с одинаковым числом равных сторон 
и правильные многогранные углы с тем же числом граней, и 
топологическом, предполагающем только равное число сторон 
у граней и равное число граней с тем же взаимным расположе- 
нием однородных граней при вершине. Что правильных выпу- 
клых тел только пять — это верно не только в метрическом, но 
и в топологическом смысле. Вывод основывается на известной 
формуле Эйлера, связывающей число граней, рёбер и вершин 
в выпуклом многограннике. 

Формула Эйлера выражает теорему, устанавливающую инва- 
риант при топологическом преобразовании геометрического 
объекта. 

Это взаимно однозначное и взаимно непрерывное преобразо- 
вание вообще превращает кривые в кривые, причём замкнутые 
в замкнутые и прямые в разомкнутые кривые, и плоскости в кри- 
вые поверхности, так что формула Эйлера остаётся в силе и при 
изгибании плоских граней. Если $, А и К суть соответственно 
число вершин, рёбер и граней выпуклого многогранника, то по 
формуле Эйлера 


Е+$=А-2. (1) 
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При доказательстве этой формулы сперва замечают, что для 
открытого многогранника, т. е. такого, который получается, 
если из замкнутого вынуть одну грань, имеет место соотношение 


Е-$ =А-1. (2) 


Это соотношение, конечно, справедливо при Р=1, т. е. если 
фигура обращается в плоский многоугольник, ибо тогда $ = А 
(в многоугольнике число сторон всегда равно числу вершин). 

Далее применяется принцип полной математической индук- 
ции: если теорема, будучи верной для фигуры с ЕР гранями, 
верна и для фигуры с Р-|-1 гранями, то она будет вообще верна. 

Пусть АВС... будет ломаная линия, ограничивающая много- 
гранную фигуру. Строим на ребре АВ новую грань, имеющую 
п рёбер и п углов. Если эта грань имеет т общих рёбер с лома- 
ной линией АВСО, то у неё оказывается уже т--1 вершин 
общих с ней, если предположить, что фигура не замыкается, 
оставляя отверстие. 

Поэтому числа Р, 5, А превращаются в следующие: 


В’ = Е--1; 


9 = 5-й —(т- |), 
А’ —=А--п— т, 


и при подстановке в (2) получается тождество 
В'- 5' = А’ 1. 


‚ Теперь остаётся только перейти к замкнутому многограннику. 
Если удалить одну грань в замкнутом многограннике, то по- 
лучаем уже не замкнутый с числом граней ЕР — 1, так что по (2) 


Е 1-5 =А-|, 


откуда и вытекает формула Эйлера. 

3. Топологически правильные тела. Существует только пять 
выпуклых многогранников, у которых грани имеют одно и 
то же число сторон, а многогранные углы — то же самое число 
граней или рёбер. 

В самом деле, в каждой грани имеется п вершин и п рёбер, 
а во всех Г гранях имеем п. рёбер. Но если учесть, что каж- 
дое ребро принадлежит двум граням, то действительное число 
рёбер будет и. В 


А=—. 


2 


Точно так же в каждой вершине сходятся т граней и т 
рёбер, что даёт при $ вершинах т.5 рёбер; если же учесть, 
что каждое ребро принадлежит двум вершинам, то фактическое 
число рёбер будет т.$ 


А—= —-. 


7. 
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Следовательно, 
2А = в Е == т$. (1) 
Но по формуле Эйлера 
А-2=Е-$. 
Из соотношений (1) и (2) получаем: 
4т 
Нити тл. (9) 
Если п==3, то уравнение (3) даёт 
4т 
Е = б—т . 


Отсюда видно, что м может получать только значения т = 3, 
т—4, т=5, которым отвечают значения Р=4, Р=8, Е==20 
и соответствуют тела, топологически однородные с тетраэдром, 
октаэдром и икосаэдром. С точки зрения метрической эти тела 
можно назвать неправильными тетраэдром, октаэдром и ико- 
саэдром. 
ля П-=4 и п==0 из равенства (3) получаем: 
2т 4т 


——— и Е—= 


4 — т 10 — 3Зт° 


При этом для т возможно только значение т—3, что даёт 
ЕГ=б6ин Р== 12, т. е. вообще неправильные гексаэдр и додекаэдр. 
Если п==6, то 
т 
Е = =——-. 
3—пт 
Очевидно, что при п==6/А не может быть целым ‘числом, 
а тем более при л> 6. 
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